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中 译本 序言 


1958 年 时 , 中 国 科学 院 为 了 培养 年 轻 的 科研 人 才 , 在 北京 创办 了 中 国 科技 大 
学 . 当时 数学 研究 所 的 高 级 研究 人 员 都 义不容辞 踊跃 参加 了 中 国 科技 大 学 的 教学 工 
作 . 我 先 在 力学 系 教 了 两 年 微 积分 后 , 于 1960 年 起 继 华罗庚 、 关 後 直 之 后 为 数学 系 
担任 整个 系 的 所 谓 一 条 龙 教 学 工作 . 三 年 基础 课 后 , 数学 系 建立 了 几何 拓扑 专门 化 . 
主要 设置 了 两 门 课程 : 一 门 是 代数 拓扑 , 由 岳 景 中 同志 任教 ; 另 一 门 是 代数 几何 , 由 
我 本 人 担任 教学 . 

我 对 代数 几何 本 是 外 行 . 我 采取 了 边 教 边 学 的 方式 , 主要 采用 现代 代数 几何 学 
的 先驱 van der Waerden 于 1939 年 出 版 的 Binfuehrung in die algebraische Geometrie 
一 书 . 当时 帮助 我 整理 讲稿 的 年 轻 学 者 有 不 少 , 其 中 有 李 培 廉 、 李 乔 两 位 .他 们 把 
van der Waerden 的 德 文 原著 翻译 成 中 文 . 我 把 译 稿 交 给 了 科学 出 版 社 , 当时 还 写 
了 一 份 推荐 出 版 的 信 . 所 幸 该 信 还 在 , 现 照 录 如 下 : 

关于 翻译 van der Waerden 所 著 一 书 的 意见 : 代数 几何 是 数学 中 极其 重要 又 极 
其 困难 的 领域 . 其 流派 众多 , 有 些 稍 纵 即 逝 . 例如 , 1950 年 , Weil 的 《代数 几何 基础 》 
一 书 几乎 统治 这 一 领域 二 三 十 年 . 但 近年 影响 已 远 不 如 前 . 20 世纪 四 五 十 年 代 之 交 ， 
Chevalley 也 有 一 部 关于 代数 几何 的 书 , 但 几乎 不 为 人 知 . 近年 出 现 的 Grothendick 
的 scheme 为 中 心 概念 的 代数 几何 系统 ,曾经 迷 圭 一 时 , 但 近来 Harvard 大 学 某 名 
教授 言 , 即使 Harvard 是 世界 代数 几何 的 重要 中 心 , 也 从 来 没有 讲授 过 scheme 理 
论 的 课程 . 现在 的 scheme 也 已 没有 前 几 年 的 声势 了 ， 此 外 ， 以 复 流 形 为 主 的 代数 
几何 又 是 欲 概括 代数 几何 全 貌 . 而 其 他 流派 之 各 有 特色 者 更 有 不 少 , 其 地 位 各 有 千 
秋 . 

在 各 家 流派 中 , van der Waerden 以 generic point 为 中 心 概念 的 系统 不 仅 是 最 

时 更 定 代数 几何 严密 基础 的 理论 , 而 且 我 认为 也 是 最 有 前 途 、 最 能 经 得 起 历史 考验 
的 一 派 . van der Waerden 所 著 《代数 几何 引 论 》 一 书 于 最 近 重 印 可 以 说 是 重新 得 
到 应 有 的 重视 的 一 个 迹象 . 未 来 的 发 展 自 能 做 出 正确 的 判断 . 为 此 我 十 分 赞成 李 培 
廉 和 李 乔 的 翻译 工作 , 以 及 科学 出 版 社 能 接受 出 版 此 书 . 

还 在 我 高 兴 地 期 待 着 中 译本 的 出 版 时 , 忽然 得 到 通知 , 说 是 该 书 的 出 版 计划 已 
补 否 决 . 原因 为 何 , 有 关 方 面 当 有 所 知 . 

1965 年 临近 里 假 时 , 我 依靠 当时 学 习 到 的 代数 几何 , 进行 了 某 些 探索 . 

代数 几何 的 主要 对 象 是 复 投影 空间 中 由 有 限 多 个 复 代数 方程 所 确定 的 几何 图 
像 . 通常 只 能 考虑 不 可 约 而 无 奇 点 的 情形 . 这 时 图 像 成 为 有 切 从 的 复 流 形 , 因而 可 
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引入 陈省身 示 性 类 与 示 性 数 , 成 为 20 世纪 数学 上 的 重大 创新 , 影响 及 于 数学 全 部 
甚至 理论 物理 . 但 在 一 般 有 奇 点 的 情形 , 则 由 于 切 丛 无 法 定义 , 数学 家 只 好 用 所 谓 
吹 涨 (blow up) 的 人 为 复杂 办 法 引进 陈省身 示 性 类 与 示 性 数 . 但 是 即使 是 极 简单 的 
情形 , 也 是 难以 处 理 的 , 更 不 用 说 具体 计算 了 . 

我 通过 van der Waerden 的 弟子 周 炜 良 所 创 周 形式 (Chow form) 对 有 任意 奇 
点 的 代数 簇 定 义 了 陈省身 示 性 类 与 示 性 数 . 但 定义 复杂 , 具体 计算 也 极 困难 . 这 时 
我 被 遗 往 安徽 六 安 地 区 参加 “四 清 ” 运动 . 运动 结束 后 返回 北京 , 接着 就 开始 了 “ 文 
化 大 革命 ", 一 切 学 术 工 作 陷 于 停顿 , 数学 就 更 谈 不 上 了 . 

直到 1976 年 “四 人 帮 ” 垮台 , 学 术 工 作 才 逐 渐 恢 复 . 到 1980 年 , 我 义 重 新 对 代 
数 几何 复习 并 进行 思考 . 这 时 的 数学 已 发 生 了 很 大 变化 . 代数 几何 从 过 去 比较 冷 僻 
的 领域 , 已 跃升 至 数学 的 中 心地 位 . 实际 上 , 代数 几何 已 取代 数论 与 拓扑 , 成 为 数学 
中 新 的 女王 . 当时 的 代数 几何 , 名 家 辈出 , 英国 、 德国 法国 、 美国 、 日 本 等 国 几 代 
巨子 各 创新 说 , 开辟 了 众多 不 同 的 新 方向 , 呈现 了 百花 齐 放 之 势 . 这 时 并 无 一 个 足 
以 包含 一 切 的 理论 可 言 . 

van der Waerden 的 代数 几何 黄 基 于 代数 学 中 的 消去 法 与 结 式 理论 , 具有 构造 
性 与 可 机 械 化 进行 计算 的 特色 . van der Waerden 所 若 《 代 数学 》 一 书 旋 是 近世 代 
数学 的 代表 作 , 曾 多 次 再 版 并 译 成 多 种 文字 , 为 世界 各 大 学 数学 方面 的 主要 教材 之 
一 . 在 1930 年 最 早出 版 的 版 本 中 , 其 第 二 部 分 开 首 的 第 11 章 , 即 是 消去 法 与 结 式 
理论 . 可 能 是 由 于 当时 流行 的 某 些 思潮 , 这 一 章 在 以 后 的 版 本 中 被 完全 删 去 . 美国 
Purdue 大 学 具有 印度 血统 的 代数 几何 学 家 Abhyankar 对 此 曾 写 了 一 首 打 油 诗 ， 说 
是 要 消去 消去 消去 法 的 罪人 . 笔者 认为 , 消去 法 的 消去 , 将 使 代数 几何 失去 具体 计 
算 与 进行 构造 性 推理 并 因 之 实现 机 械 化 的 可 能 性 , 其 损失 将 是 不 可 信和 量 的 . 

根据 van der Waerden 的 理论 , 任 一 不 可 约 复 代 数 簇 了, 不 论 有 无 奇 点 , 都 有 
“ 母 点 ”存在 , 簇 的 任意 一 点 都 是 母 点 的 “特定 化 ”, 而 且 母 点 都 有 切面 . 以 此 为 基 
础 ,我们 可 以 将 Y 的 一 个 母 点 与 它 的 切面 看 成 一 个 复合 元 素 , 并 把 这 一 复合 元 素 
看 成 是 相应 Grassman 复合 簇 ( 记 为 G) 的 一 个 元 素 或 “点 ”, 把 这 个 “点 ”作为 一 
个 “ 母 点 ”, 可 以 在 G 中 定义 一 个 子 簇 VV, 由 此 在 G 作为 拓扑 流 形 时 确定 了 一 个 G 
的 同调 类 . 在 G 中 高 维 的 子 和 能 矿 与 V 相交 可 得 V 的 同调 类 . 把 V 的 每 一 由 点 与 
面 组 成 的 复合 元 素 只 取 点 即 得 V 到 VV 的 一 个 自然 映像 , 记 之 为 i, 到 与 V 相交 所 
得 六 的 同调 类 在 i 下 可 得 V 的 一 个 同调 类 . 易 证 选取 适当 的 W 时 , 所 得 V 中 的 
W 在 V 无 奇 点 时 即 是 通常 的 陈省身 示 性 类 与 示 性 数 . 而 在 有 任意 奇 点 时 则 定义 了 
广义 的 陈 类 与 陈 数 , 而 且 是 通常 的 同调 类 或 数 , 因而 容易 处 理 . 这 与 以 前 通过 周 形 
式 所 得 周 炜 良 环 中 元 素 之 不 易 处 理 更 难以 计算 者 大 不 相同 . 

举例 来 说 , 日 本 的 Miyaoka 与 我 国 的 丘成桐 曾经 证 明 , 用 blow up 所 定 的 某 种 
特殊 的 有 奇 点 二 次 超 曲面 , 它们 的 广义 陈 示 性 数 c1, cz 间 有 不 等 式 关 系 3c > cf 
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坷 用 我 们 所 定义 的 广义 陈 示 性 数 , 则 不 仅 没 有 任何 限制 , 而 且 对 任意 高 维 有 任意 奇 
扩 的 复 代 数 簇 , 有 一 大 批 陈 类 与 陈 数 间 等 式 或 不 等 式 关 系 , 它们 都 可 以 通过 简单 的 
计算 来 求 得 , 甚至 自动 发 现 . 

我 们 的 方法 在 所 谓 CAGD(computer aided geometric design) 方面 也 获得 了 应 
用 . 假设 有 两 个 圆柱 形 管 的 截面 , 要 求 用 某 一 给 定 次 数 的 代数 曲面 形 管 光滑 拼接 . 
我 们 可 以 假定 所 求 代数 曲面 形 管 不 可 约 . 而 给 出 其 母 点 所 必须 满足 的 条 件 . 由 此 得 
出 在 可 能 时 这 一 代数 曲面 形 管 的 确切 形式 . 这 一 方法 可 推广 至 三 个 以 至 多 个 管 形 
的 拼接 甚至 极为 复杂 的 情形 .这 一 方法 已 在 我 国 数学 机 械 化 研究 中 心 以 及 中 国 科 
技 大 学 数学 系 得 到 了 极 大 的 发 展 , 前 途 未 可 限量 . 

在 我 国 元 代 (1206~1368 年 ) 朱 世 杰 的 《四 元 玉 鉴 》(1303 年 ) 中 , 提出 了 一 个 
解 多 可 达 四 个 未 知 数 的 多 项 式 方程 组 的 解法 . 由 于 我 国 古代 进行 筹 算 , 将 算 筹 置 于 
棋盘 形 算 板 上 计算 , 因而 朱 世 杰 的 算法 在 三 个 未 知 数 的 情形 极 难 具体 实现 , 只 能 应 
用 他 的 方法 解决 极 简单 的 几何 问题 . 但 朱 世 杰 所 提出 的 方法 与 思路 实质 上 适用 于 任 
意 多 未 知 数 与 任意 多 多 项 式 方程 的 情形 . 用 现代 通用 的 语言 来 说 , 朱 世 杰 算 法 的 第 
一 步 是 将 牵涉 到 的 未 知 数 排 成 一 个 任意 特定 的 次 序 , 然后 将 所 给 方程 按 一 定 步骤 将 
未 知 数 按 所 定 次 序 逐 个 消去 , 由 此 得 到 一 组 井然 有 序 的 多 项 式 组 , 再 依次 逐个 解 出 
这 组 已 整 序 后 的 方程 的 未 知 数 . 朱 世 杰 方 法 的 计算 主要 依赖 于 消去 法 . 我 们 依据 朱 
世 杰 的 思路 与 方法 , 得 出 了 任意 多 项 式 方程 组 全 部 解答 的 具体 形式 , 称 之 为 多 项 式 
方程 组 的 整 序 原理 与 零点 分 解 定理 , 并 将 之 推广 到 微分 方程 的 情形 . 这 构成 了 我 们 
所 创 数 学 机 械 化 的 核心 . 它 获得 了 形形色色 数学 与 数学 以 外 多 方面 的 应 用 , 包括 通 
党 几何 与 微分 几何 定理 的 机 器 证 明 , 取得 了 巨大 成 功 . 

我 获得 了 2006 年 的 邵 逸 夫 数 学 奖 . 诺 贝 尔 奖 无 数学 奖 , 不 仅 为 数学 界 , 也 为 全 
世界 科技 界 所 诉 病 . 为 此 由 我 国 诺 贝 尔 物理 奖 得 主 杨 振 宁 教 授 建 议 , 香港 影视 界 巨 
璧 邵 逸 夫 先生 捐 出 巨 资 , 建立 了 包括 数学 奖 在 内 为 诺 贝 尔 奖 所 缺 的 三 项 奖金 . 每 年 
颁发 一 次 , 每 奖 达 100 万 美元 , 号 称 “ 东 方 诺 贝 尔 奖 ”. 其 中 数学 奖 首 届 2004 年 度 
授予 陈省身 教授 , 奖励 他 创立 整体 微分 几何 与 引入 陈省身 示 性 类 与 示 性 数 , 其 影响 
及 于 数学 全 部 甚至 理论 物理 . 2005 年 度 的 数学 奖 授予 美国 的 Wiles 教授 , 奖励 他 彻 
底 解决 已 有 300 多 年 难题 Fermat 大 定理 . 2005 年 度 的 数学 奖 授予 美国 Fields 奖 
得 主 、 代 数 几 何 巨 璧 Mumford 教授 与 我 两 人 . 评奖 委员 会 五 人 , 除 一 人 为 华人 外 
其 余 四 人 是 美国 、 俄 罗斯 、 日 本 的 Fields 奖 得 主 与 美国 数学 界 的 一 位 领导 人 . 我 得 
关 的 理由 据 宣 布 是 , 我 的 数学 机 械 化 将 为 数学 的 未 来 发 展 提供 一 个 新 的 模式 . 

事实 上 , 我 们 的 数学 机 械 化 , 在 数学 作为 一 种 特殊 类 型 的 脑力 劳动 时 , 是 一 种 
特殊 但 也 较 典 型 的 脑力 劳动 机 械 化 .过 去 的 工业 革命 乃 是 一 种 体力 劳动 的 机 械 化. 
在 当前 知识 经 济 的 信息 时 代 , 将 出 现 一 种 新 型 的 工业 革命 , 它 将 是 一 种 脑力 劳动 的 
机 械 化 . 它 将 借助 于 计算 机 之 类 的 新 型 工具 来 实现 至 少 是 部 分 的 脑力 劳动 的 机 械 
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化 . 数学 由 于 表现 形式 的 简洁 、 明 确 与 无 二 义 性 , 在 各 种 脑力 劳动 中 , 具有 实现 机 
械 化 的 优势 . 我 们 在 数学 机 械 化 方面 所 取得 的 成 功 足以 说 明 这 一 点 . 我 们 的 数学 机 
械 化 必 将 成 为 一 种 典型 , 其 发 展 还 正方 兴 未 艾 , 而 数学 机 械 化 所 以 可 能 , 归根 结 底 
在 于 消去 法 与 结 式 等 可 以 机 械 地 进行 的 构造 性 运算 . van der Waerden 在 代数 几何 
方面 的 砚 基 性 工作 , 以 及 如 母 点 、 特 定 化 等 基本 概念 的 引入 与 具体 运算 , 也 正 是 依 
赖 于 这 些 可 以 机 械 地 进行 的 构造 性 运算 . 

应 该 指出 , 消去 法 的 发 源 地 乃 是 我 古代 中 国 . 事实 上 , 早 在 秦汉 时 期 , 也 即 公元 
前 2 世纪 左右 成 书 的 我 国 经 典 著作 《 九 章 算 术 》 中 , 其 第 八 章 方程 即 详细 记载 了 如 
何 用 消去 法 解 线性 联 立 方程 组 的 具体 过 程 . 此 后 消去 法 更 以 多 种 形式 出 现 于 我 国 
各 种 数学 问题 解答 的 计算 中 , 而 于 元 代 朱 世 杰 《四 元 玉 鉴 》 的 著作 中 集 其 大 成 , 这 
充分 说 明 中 国 乃 是 消去 法 的 故乡 . 

中 华 民 族 正 处 于 伟大 复兴 的 时 代 , 我 国 的 数学 自 远古 以 至 元 代 , 在 大 部 分 的 时 
间 内 曾经 左右 着 数学 的 发 展 并 通过 丝绸 之 路 影响 西方 的 文艺 复兴 以 至 于 微 积 分 的 
创立 . 在 这 伟大 复兴 的 新 时 代 里 , 如 何 博 采 诸 家 之 长 , 创立 具有 我 国 特 色 的 新 型 数 
学 , 以 全 于 具有 我 国 特色 既 有 深刻 理论 并 能 具体 计算 的 新 型 代数 几何 , 乃 是 值得 有 
雄心 壮志 的 中 华新 秀 深入 思考 的 历史 性 壮举 . 

是 为 序 . 


吴 文 俊 
2007 年 10 月 20 日 


第 二 版 序言 


来 自 各 方面 的 呼声 要 求 重新 出 版 我 在 1939 年 出 的 那 本 《 引 论 》. 尽管 代数 几 
何 的 基本 概念 已 经 有 了 根本 的 更 新 , 但 是 人 们 还 是 认为 , 作为 引 论 , 我 的 那 本 书 还 
仍然 是 非常 适合 的 . 

然而 , 要 提醒 当今 读者 注意 的 是 , 这 本 书 的 一 些 术语 与 现在 通用 的 不 一 样 . 特 
别 要 指出 的 是 , 同一 个 “代数 流 形 ” 在 当时 通行 的 用 法 中 有 两 种 不 同 的 含义 , 它们 
在 今天 已 更 好 地 分 别 用 “ 簇 ” (varietit) 和 用 “ 链 ” (zykel) 来 表示 .“ 簇 ”是 一 个 点 集 , 
一 个 在 And& Weil 意义 下 的 一 “通用 域 " (universal k6rper)2? 中 的 代数 方程 组 的 解 的 
集合 . 我 们 也 可 用 “成 长 型 域 " (wachsenden k5rper)( 见 本 书 84.1) 来 代替 . 而 “ 链 ” 则 
是 维 数 相同 的 绝对 不 可 约 簇 的 形式 和 , 且 和 中 各 项 系数 都 是 整数 (如 平面 中 计 入 两 
次 的 一 条 直线 ). 

如 采 从 头 至 尾 都 采用 这 两 个 概念 就 要 彻底 改写 全 书 , 从 而 将 使 该 书 的 付 梓 不 知 
会 拖 到 何 时 . 由 于 这 个 原因 , 我 决定 出 一 本 不 加 改变 的 新 版 . 读者 在 阅读 时 每 当 遇 
到 流 形 这 个 概念 可 以 目 己 思 考 , 它 到 底 指 的 是 簇 还 是 闭 链 . 例如 , 讲 “ 线 性 系 ” 的 那 
一 章 (第 7 章 ) 谈 的 就 是 在 d- 维 簇 上 的 4d- 维 闭 链 , 而 在 85.5 和 85.6 中 , 遇 到 “ 流 形 
M” 时 , 就 要 把 它 理 解 成 “ 闭 链 M”. 

改正 了 一 些 笔 误 和 引证 不 完全 的 地 方 . 此 外 还 增补 了 两 篇 附录 : 

第 一 篇 是 我 的 一 篇 论文 “ 论 代 数 几 何 学 20”, (Math. Annalen, 1971, 193(5): 89- 
108). 

第 二 篇 是 谈 代 数 几 何 从 Severi 到 And& Weil 的 发 展 历史 回顾 , 它 原来 是 我 在 
1970 年 Nice 国际 数学 家 会 议 上 的 阶段 报告 , 后 来 稍 加 补充 发 表 在 Archive for His- 
tory of Science (1971, 7) 上 . 


Ziirich, 1973 年 2 月 
B. L. van der Waerden 


QW 通用 域 是 基本 域 K 上 一 个 代数 封闭 的 无 限 超越 阶 次 (unendliden transzendenzgrad) 的 扩张 . 见 
A-Weil, Foundations of Algebraic Geometry (lst ed. 1946). 


第 一 版 序言 


在 我 讲授 Zariski 为 “数学 成 就 从 书 ” 所 写 的 那 部 极 有 价值 的 《代数 曲面 》 一 
书 的 过 程 中 , 产生 了 写 一 部 代数 几何 引 论 的 想法 . 这 样 一 部 引 论 应 该 把 在 经 典 意义 
下 的 代数 几何 学 的 所 谓 “ 要 素 ” 都 包括 进来 , 即 它 应 该 为 每 一 个 更 深入 的 理论 提供 
必要 的 基础 . Geppert 先生 准备 为 该 从 书写 一 部 关于 代数 曲面 的 书 . 他 也 认为 需要 
一 部 这 样 的 引 论 作为 他 以 后 写 书 的 依据 , 这 就 更 加 鼓励 了 我 来 写本 书 . 

我 多 次 讲授 代数 曲线 和 曲面 的 经 验 对 我 撰写 本 书 有 很 大 的 好 处 , 我 因此 能 够 用 
到 Deuring 与 Garten 两 人 所 整理 的 课堂 笔记 . 此 外 还 从 我 发 表 在 《数学 年 刊 》 上 
的 一 系列 论 代 数 几 何 学 的 论文 里 采 撤 了 不 少 材料 . 

该 书 材料 的 选择 不 是 以 美学 的 观点 为 依据 , 而 是 完全 以 需要 还 是 不 需要 作 标 准 
来 决定 的 . 所 有 那些 的 确 是 属于 “要 素 ” 之 列 的 材料 , 我 希望 它们 都 已 被 选 进来 . 理 
想 子 环 的 理论 是 我 从 前 研究 工作 的 课题 , 对 于 基础 来 说 我 认为 不 是 必需 的 , 所 以 束 
选 了 意大利 学 派 有 力 的 方法 来 代替 它 . 为 了 将 方法 讲述 清楚 和 给 问题 的 提出 作 好 
准备 , 我 叙述 了 许多 独立 的 几何 问题 , 不 过 我 还 是 注意 掌握 一 定 的 分 寸 , 否则 就 会 
使 得 该 书 的 篇 幅 无 边 无 际 地 扩大 起 来 . 

Geppert 教授 、Keller 博士 、Reichardt 博士 和 Schaake 教授 帮助 我 校对 并 且 提 
出 了 许多 改进 的 意见 , 应 该 向 他 们 致 以 最 大 的 谢意 , 插图 的 底稿 是 由 Reichardt 博 
士 绘制 的 , 出 版 社 为 该 书 的 出 版 做 了 无 可 非议 的 工作 并 且 好 意 地 接受 了 我 的 一 些 特 
殊 要 求 , 作者 感谢 他 们 . 


Leipzig 1939 年 2 月 
B. L. van der Waerden 
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代数 几何 学 是 由 在 德国 高 度 发 展 起 来 的 代数 曲线 和 曲面 的 理论 与 意大利 学 派 
的 多 维 几 何 学 的 理论 有 机 结合 而 产生 的 ， 由 函数 论 和 代数 学 加 以 哺育 而 长 大 . 狭 
义 意义 上 来 讲 的 代数 几何 学 是 由 Max Noether 所 创始 ， 并 通过 意大利 几何 学 家 
Segre、Severi、Enriques 、Castelnuovo 等 的 工作 而 发 扬 光 大 的 ， 在 我 们 的 时 代 里 ， 
自从 拓扑 学 服务 于 它 以 来 , 代数 几何 学 又 进入 第 二 次 发 扬 光 大 的 时 期 , 与 之 同时 也 
开始 了 从 代数 学 出 发 来 检讨 它 的 基础 的 工作 . 本 书 不 准备 深入 到 这 一 基础 上 . 它 的 
代数 基础 现在 已 经 是 这 样 完善 , 以 致 有 可 能 直接 “从 上 往 下 ”地 来 描述 整个 理论 . 首 
先 , 从 一 个 任意 的 基本 域 出 发 建立 起 ” 维 空间 代数 流 形 的 理论 和 单 变 元 代数 函数 
域 的 理论 . 然后 , 通过 特殊 化 就 可 分 别 得 到 平面 代数 曲线 、 空 间 代 数 曲 线 和 代数 曲 
面 . 至 于 与 函数 论 和 拓扑 学 的 联系 , 在 将 基本 域 选 为 复数 域 后 就 可 随 之 建立 起 来 . 

我 们 不 打算 采用 这 种 描述 方式 , 而 宁愿 多 走 一 些 路 , 以 历史 发 展 过 程 作为 我 们 
描述 的 线索 , 当然 , 在 细节 上 有 所 简略 和 变更 . 因此 , 我 们 总 是 尽力 做 到 , 在 建立 一 
般 的 概念 之 前 , 首先 准备 好 必需 的 直观 材料 . 最 先 引 入 的 是 射影 空间 的 初等 形体 
(线性 子 空间 、 二 次 曲面 、 有 理 正规 曲线 、 直 射 变换 、 对 射 变换 ), 然后 是 平面 代数 曲 
线 (偶尔 也 略为 论 及 曲面 和 超 曲 面 ), 这 之 后 才 是 n 维 空间 中 的 流 形 . 基本 域 在 开 
始 是 选 复数 域 , 以 后 再 根据 需要 逐步 引入 更 为 一 般 的 基本 域 , 然而 也 还 总 是 只 限于 
包含 全 体 代数 数 的 域 . 我 们 还 尽量 做 到 , 用 初等 工具 推进 到 尽 可 能 远 的 地 方 , 即使 
是 所 得 的 定理 将 来 可 作为 更 普通 定理 的 特例 再 一 次 给 出 也 还 是 这 样 . 我 可 以 举 三 
次 曲线 上 点 组 的 初等 理论 作为 这 种 例子 , 在 这 种 初等 理论 中 , 既 没 有 用 到 椭圆 函数 ， 
也 没有 用 到 Noether 基本 定理 . 

这 种 处 理 方式 的 好 处 是 ， 它 能 够 把 从 Pliicker，Hesse，Cayley，Cremona 直到 
Clebsch 学 派 这 些 经 典 几 何 学 家 的 美丽 的 方法 和 结果 充分 再 现 出 来 . 并 且 它 与 函数 
论 方法 的 联系 在 曲线 理论 的 一 开始 就 可 以 建立 起 来 , 从 而 平面 代数 曲线 的 分 文 的 概 
念 就 可 用 Puiseux 级 数 展开 来 前 述 . 常常 会 听 到 责难 说 , 这 种 方法 不 是 纯粹 代数 的 ， 
对 这 种 责难 我 们 能 够 很 容易 地 给 予 回 答 . 我 充分 了 解 , 用 赋值 论 能 建立 一 个 更 美丽 
和 更 普通 的 代数 基础 . 但 是 在 我 看 来 , 首先 使 初等 学 者 熟悉 一 下 Puiseux 级 数 和 直 
观 地 来 看 一 看 代数 曲线 的 奇 点 , 对 正确 的 理解 更 为 一 般 的 理论 是 极为 重要 的 . 

到 第 4 章 才 引入 代数 流 形 的 一 般 理 论 , 在 这 里 , 分 解 为 不 可 约 流 形 的 方法 以 及 
一 般 点 和 维 数 的 概念 占有 核心 的 地 位 . 

代数 流 形 的 一 个 重要 的 特殊 情形 是 两 个 流 形 间 的 代数 对 应 , 这 就 是 第 5 章 所 
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要 讨论 的 , 不 可 约 对 应 的 一 些 最 简单 的 定理 , 特别 是 个 数 守恒 原理 , 都 已 经 有 了 许 
多 的 应 用 . 在 第 6 章 中 将 由 代数 对 应 的 概念 建立 起 一 般 重 数 的 概念 , 并 将 它 应 用 到 
各 种 问题 中 , 特别 是 相交 问题 中 . 第 7 章 讨论 线性 系 的 理论 纲要 , 这 一 理论 是 意 大 
利 学 派 在 研究 代数 流 形 的 双 有 理 不 变 式 中 所 采用 方法 的 基础 . 第 8 章 讲述 Noether 
基本 定理 , 它 的 ” 维 推广 及 其 各 种 推论 , 其 中 包括 Brill-Noether 剩余 定理 . 最 后 在 
第 9 章 中 对 平面 曲线 上 的 “无 穷 邻 近 点 ”的 理论 作 一 简短 的 讨论 . 

读者 如 对 n 维 射 影 几何 学 (第 1 章 ) 和 代数 的 基本 概念 (第 2 章 ) 已 有 一 定 程 
度 的 熟悉 可 以 直接 从 第 3 章 开始 , 也 可 以 直接 从 第 4 章 开始 . 第 3 章 和 第 4 章 是 
相互 无 关 的 , 第 5 章 及 第 6 章 主 要 是 以 第 4 章 为 基础 的 , 只 是 从 第 7 章 开 始 才 需要 
用 到 全 部 前 面 的 内 容 . 


第 1 章 7 维 空间 的 射影 几何 


本 章 内 容 仅 前 七 节 和 §1.10 是 本 书 今后 经 常 要 用 到 的 , 其 余 的 几 节 只 是 提供 一 
些 不 用 高 等 代数 工具 就 能 处 理 的 直观 材料 和 简 例 , 为 以 后 代数 流 形 的 一 般 理论 做 好 
准备 . 


81.1 射影 空间 S。 及 其 线性 子 空间 


人 们 早 就 在 平面 和 空间 的 射影 几何 中 发 现 , 将 实 点 的 领域 扩充 到 复 点 领域 是 有 
用 处 的 . 由 于 射影 平面 上 的 实 点 是 由 三 个 不 全 为 零 且 可 乘 以 任 一 和 关 0 的 因子 的 
实 齐 次 坐标 (yo,y1,y2) 所 给 出 , 所 以 对 一 个 “ 复 点 ” 我 们 也 用 三 个 不 全 为 零 旦 可 以 
乘 以 任 一 入 尖 0 的 因子 的 复数 (yo, Yi, y2) 来 给 出 . 

复 扩 的 概念 也 可 依照 Von Staudt 用 纯粹 几何 的 方式 来 定义 ?. 然而 , 把 平面 上 
的 一 个 复 扣 直接 看 成 是 全 体 三 数组 (yo 和 ,yi 和 ,yo 和 ) 的 集合 (这 些 数组 是 由 任 一 不 等 
于 零 的 因子 和 与 一 不 全 为 零 的 确定 的 三 元 复数 组 (yo,y1, yo) 相 乘 而 组 成 ) 这 种 代 
数 的 理解 方式 要 方便 得 多 . 我 们 就 把 这 个 代数 的 定义 作为 以 下 讨论 的 基础 . 

一 旦 人 们 这 样 远离 了 几何 直观 , 把 点 看 成 是 纯粹 代数 的 结构 ， 那么 n 维 的 推 
三 就 没有 太 大 困难 了 , 我 们 把 一 个 n 维 空间 的 复 点 看 成 为 全 体 n 十 1 维 数 组 (yoa, 
MA ,yn 入 ) 的 集合 . 这 集合 里 的 任 一 数组 都 由 一 和 头 0 的 因子 与 一 确定 的 、 不 全 
为 零 的 nn 十 1 维 数组 (yo,y1,… ,yn) 相 乘 而 组 成 . 这 种 点 的 全 体 叫做 n 维 复 射影 空 
间 5;,. 

我 们 还 可 以 做 更 进一步 的 推广 , 即 我 们 可 将 任 一 代数 学 上 所 谓 的 可 换 体 K 来 
代替 复数 域 , 对 这 个 体 我 们 只 要 求 它 像 复 数 域 一 样 是 代数 封闭 的 , 即 每 一 个 在 域 K 
中 不 恒 等 于 一 常数 的 多 项 式 均 可 完全 分 解 为 线性 因子 .代数 封闭 域 的 例子 有 代数 
数 域 、 复 数 域 、k 个 未 定 元 的 代数 函数 域 . 由 所 有 这 些 域 所 导出 的 射影 空间 , 它们 的 
性 质 是 这 样 一 致 , 以致 我 们 能 够 把 它们 统一 起 来 处 理 . 

现在 我 们 把 射影 空间 的 概念 与 矢量 空间 联系 起 来 , 由 域 K 中 的 元 素 所 组 成 的 
n 元 组 (yi1,y2,… ,yn) 叫做 一 个 和 拓 量 , 全 体 矢量 的 集合 叫做 n 维 欠 量 空间 瓦 ". 矢量 
可 以 按 已 知 的 方式 相 加 、 相 减 或 乘 以 域 中 的 元 素 . 任意 m 个 矢量 也 … ,人 如 果 由 
十 … 十 名 yw = 0 必然 会 导 得 N= = Ym = 0, 就 叫做 线性 无 关 整个 线性 


QD 详细 的 描述 可 参阅 本 丛书 之 一 的 Juel G. Vorlesungen iiber projektive Geometrie. Berlin, 1934. 


空间 可 由 任意 ”个 线性 无 关 的 矢量 二 ,3 张 成 ， 即 任 一 矢量 "可 写成 为 线性 组 
合 v = 十 … 十 了 yq， 由 m 个 线 性 无 关 的 矢量 v,.… , 几 (m < n) 所 作成 的 全 体 
线性 组 合 叫做 矢量 空间 思 , 的 m 维 线性 子 空间 ， 维 数 ， m 与 基 矢 量 外.… ,2 的 选择 
无 关 @. 

特别 地 , 一 个 一 维 的 子 空间 是 由 全 体 矢量 和 所 组 成 , 其 中 v= (yy2,…… ,yn) 
为 一 异 于 零 的 固定 矢量 , 根据 上 述 定义 可 见 射 影 空间 Sn 中 的 一 个 点 不 是 别 的 , 只 
不 过 是 已 ,,1 的 一 个 一 维 线性 子 空间 [或 者 说 射线 (strahl)] 而 已 . 5S% 就 是 矢量 空间 
Ei1 中 的 全 体 射 线 组 成 的 集合 . 

9， 的 子 空 间 5S 现在 就 可 以 定义 为 By1 的 子 空间 m+1 中 全 体 射线 组 成 的 
集合 . 这 样 , 组 成 5 的 点 y 的 坐标 (yo; 妇 ,… ,yn) 必 线 性 依赖 于 m + 1 个 线性 无 
关 点 y… ,多 的 坐标 , 即 


0 1 mm 
yk =Yk Yo Ya N+ YE Ym (k=0,1,...,n). (1.1.1) 


可 将 域内 的 元 素 "0 … ,ys 看 成 子 空间 6, 的 齐 次 坐标 (或 参数 ), 点 Y,… ,了 称 为 
这 个 坐标 系 的 基点 . 由 于 这 个 子 空间 中 的 每 一 个 点 均 由 m + 1 个 齐 次 坐标 来 确定 ， 
这 就 肯定 了 我 们 原来 把 它 表示 为 5,, 是 恰当 的 . 我 们 把 一 维 的 子 空间 叫做 直线 ; 二 
维 的 叫做 平面 ; (n - 1) 维 的 叫做 超 平面 .So 就 是 一 个 点 . 

式 (1.1.1) 在 m = n 时 仍然 成 立 此 时 Sn 就 与 全 空间 S。 相 重合 . 参数 
-ww， 就 是 点 y 的 新 的 坐标 , 它 与 旧 坐 标的 联系 由 变换 (1.1.1) 给 出 . 现在 我 
们 把 这 变换 写成 @ 

yk = Yk i. 


由 于 已 假设 点 外.… ,是 线性 无 关 的 , 所 以 可 以 从 上 述 方程 解 出 和 y: 
Yi 二 > OFyx. 


和 ys 就 称 为 一 般 射 影 坐标 (在 平面 时 为 三 线 坐 标 ; 在 空间 时 为 四 面体 坐标 ) 在 (yg) 
为 单位 矩阵 的 特殊 情形 时 , yx 就 等 于 原 有 坐标 yx. 
坐标 yo,… ,yn 间 的 a 个 线性 无 关 的 齐 次 线性 方程 决定 Sn 中 的 一 个 5%_a; 因 
为 我 们 已 知 它 的 解 可 表 为 n 一 a 十 1 个 线性 无 关 解 的 线性 组 合 . 特别 地 , 一 个 单独 的 
线性 方程 : 
woo 十 2 十 … 十 Un 一 0 (1.1.2) 
QO 证 明 可 参阅 B.L. 范 德 瓦 尔 登 . 近世 代数 . 卷 I 828 或 卷 II，8105. 


@ 此 处 及 以 后 如 对 符号 》 ”未 做 进一步 的 说 明 ， 即 指 对 其 中 两 次 出 现 的 指标 〈 且 一 为 上 标 , 改 一 为 下 
标 ) 进行 求 和 . 


81.2 ”射影 结合 定理 .5. 


确定 一 超 平面 . 称 系数 wo,wl,… ,Am 为 超 平面 v 的 坐标 . 它们 只 能 确定 到 有 一 共 
同 因子 入 关 0, 这 是 因为 方程 (1.1.2) 可 以 乘 上 任 一 这 样 的 因子 和 的 缘故 . 
方程 (1.1.2) 的 左面 我 们 以 后 总 用 w 或 (wy) 来 表示 , 即 我 们 令 


(uy) = wu, = >》 wiy = wu yo + w+ + Yn. 


9，。 中 任 一 线性 空间 S54 均 可 通过 n 一 d 个 线性 无 关 的 线性 方程 来 确定 . 因为 当 
Sz 由 点 Y,y,… ,y 确定 时 , 则 下 述 十 1 个 线性 方程 


WD=0，(w 攻 =0，.…，(u 共 =0 


中 的 未 知 量 wo,wl,… ,wr 刚好 有 n 一 a 个 线性 无 关 解 ， 每 一 个 这 样 的 解决 定 一 个 
超 平面 ， 这 n—d 个 超 平面 的 交 就 是 一 个 Sa, 这 个 Sq 包含 了 后 yy ,Y, 因此 必 
定 与 原来 所 给 的 Su 重合 . 


练 习 1.1 


1. n 个 线性 无 关 点 外 .… ,决定 一 个 超 平面 u, 试 证 : 该 超 平面 的 坐标 wr 与 矩阵 (如 ) 的 
n 阶 子 行列 式 成 比例 . 

2. n 个 线性 无 关 的 超 平面 jv1,… ,pr 决定 一 个 点 y, 试 证 该 点 的 坐标 与 矩阵 (w#) 的 n 阶 
子 行列 式 成 比例 . 

3， 由 给 出 空间 Sw 中 的 基点 Y.… ,多 还 不 足以 把 任 一 点 的 坐标 yo,…… ,ym 唯一 决定 下 
来 ， 因 为 我 们 还 可 将 基点 的 坐标 乘 上 任 一 不 为 零 的 因子 Ao,.… , Xw。 试 证 : 只 要 给 定 坐 标 为 
加 三 1 ,Ym 二 1 的 “单位 点 ”, 任 一 点 的 坐标 就 可 唯一 确定 到 有 一 共同 的 因子 和 关 0. 又 试 
问 , 单位 点 可 在 5,, 中 任意 选 定 吗 ? 

4. 试 证 ; Sm 中 的 一 个 Sm_1 可 由 坐标 yo,… ,7m 的 一 个 线性 方程 给 出 . 

5. 试 证 : 要 想 由 Sw 中 的 一 组 参数 yo,..… ,ym 系 转换 到 同一 5S,, 中 (由 另 一 些 基 点 所 确 
定 ) 另 一 参数 系 , 可 由 一 线性 参数 变换 


Y= 》 oz 


81.2 ”射影 结合 定理 


由 81.1 的 定义 可 直接 导出 下 述 两 个 相互 对 偶 的 结合 定理 : 

I Sn 中 的 m 十 1 个 点 , 如 不 全 位 于 一 g <m 的 5o 中 , 则 决定 一 个 9m. 
II. Sn 中 的 d 个 超 平面 , 如 不 包含 共同 的 g>n 一 d 的 9, 则 决定 一 5S%_z. 
现在 我 们 来 进一步 证 明 : : 


.6 . 第 1 章 7m 维 空间 的 射影 几何 


III. 当 p 十 gq 宛 n 时 ， Sh, 中 的 一 Sp 与 一 Sg 的 交 是 线性 空间 So， 其 维 数 
dd 之 D 二 qd 一 7 

证 “” 因 决定 5, 的 线性 无 关 方 程 有 n - 2 个 , 决定 5 的 线性 无 关 的 方程 有 
n 一 gq 个, 总共 就 有 2n 一 p 一 gq 个. 如 果 这 些 方程 式 是 无 关 的 , 则 它们 决定 一 维 数 为 
n 一 (2n 一 p 一 gq) =p 十 gq 一 n 的 线性 空间 ; 如 果 它 们 是 相关 的 ， 则 要 从 其 中 弃 去 一 些 
方程 , 从 而 使 相交 空间 的 维 数 增 大 . 

TV. 同时 包含 Su 的 3 与 8 必定 位 于 一 m < p+q 一 d 的 Sm 中 . 

证 ” 设 54 由 d+1 个 线性 无 关 点 决定 . 为 了 决定 5,, 我 们 在 此 d 十 1 个 点 外 
再 补 上 p 一 d 个 点 , 从 而 得 到 p + 1 个 线性 无 关 点 . 为 了 决定 So, 我 们 同样 地 补 上 
q 一 d 个 点 , 所 有 这 些 


(d+1)+(p—d)+(g—d)=p+gq—dad+l 


个 点 , 当 它 们 线性 无 关 时 , 决定 一 S54o_ga, 否则 决定 一 m < p 十 gq 一 d 的 5m, 这样 
定 出 的 Sm(m < p 十 g 一 d) 包括 所 有 决定 5; 与 9 的 点 , 因而 也 就 包含 5y 与 3 本 
喘 . 

如 相交 空间 Sa 不 存在 , 则 用 同样 的 论述 方式 可 推 得 : 

V. 一 Sp 与 一 Sg 必 同 时 位 于 一 mp 十 4q 十 1 的 Sm 中 . 

利用 II 可 以 将 IV 与 V 进一步 加 强 为 : 

VI 一 S55 与 一 9 如 其 交 为 Sa, 则 必定 同时 位 于 唯一 确定 的 Sp+q_a 中 ; 如 其 
交 为 零 , 则 必定 同时 位 于 一 唯一 确定 的 Sp+qtl 中 . 

证 ” 先 假设 有 相交 为 Sg, 根据 IVS， 与 9y 在 某 一 m < p+q 一 d 的 Sm 中 ,为 
一 方面 根据 II 有 : d>p+g 一 m, 因而 m>p+g 一 d. 

由 此 推 得 m = p 十 g 一 d, 如果 5, 与 9, 还 能 包含 在 另 一 个 5;, 中 , 则 这 两 个 
Sm 的 交集 必 也 包含 5, 与 5 且 有 一 较 小 的 维 数 , 根据 上 述 所 证 明 的 结果 , 这 是 不 
可 能 的 . 

现在 假设 它们 不 相交 , 根据 5; 与 54 同时 位 于 一 m < p+g 十 1 的 Sm 中 . 如 
果 m < p 十 gq, 则 根据 II 它们 的 交集 不 为 空 . 因此 , 有 m = p 十 gq 十 1. 和 第 一 种 情 
形 完全 一 样 , 还 可 推 得 5;, 为 唯一 . 

由 VI 所 确定 的 空间 5,4o_a 及 So+1 称 之 为 9 与 Sg 的 并 联 空间 (verbindu- 


ngsraum ). 
练 习 1.2 


1. 试 由 I II, II, VI 通过 特殊 化 导出 平面 S>, 空间 53 与 空间 54 的 结合 公理 . 
2. 将 S。 的 一 个 子 空间 5%, 投影 到 另 一 子 空间 3/， 上 , 是 指 将 5S% 的 全 体 点 与 一 固定 的 
Sn—m-_1 并 联 起 来 ， 且 使 每 一 点 与 Sn—m-_1 的 并 联 空 间 Sn—_m 总 是 和 9 相交 . 假设 Sn—m-_1 


81.3 对偶 原理 . 进一步 的 概念 . 交 比 .7 
与 Sm 和 5% 均 不 相交 . 试 证: 上 述 决定 了 5%, 的 点 与 5 的 点 间 的 一 个 一 一 对 应 . 


81.3 对偶 原 理 . 进一步 的 概念 交 比 


两 个 子 空间 5, 与 9, 如 果 其 中 一 个 包含 在 另 一 个 中 , 就 说 它们 相互 关联 . 特 
别 地 , 我 们 说 点 y 关联 于 超 平 面 w 如 果 关 系 (wy) = 0 成 立 . 

由 于 5 中 的 一 个 点 由 n 十 1 个 可 以 乘 以 任 一 不 等 于 零 的 因子 入 的 齐 次 坐标 
yo,… ,yn 给 出 , 5% 中 的 一 个 超 平 面 也 是 由 n 十 1 个 可 以 乘 以 任 一 不 等 于 零 的 因子 
和 的 齐 次 坐标 wu0,.… ,wv" 给 出 , 而 且 在 关联 关系 式 (uy) = 0 中 尺 与 y 处 于 同等 的 
地 位 , 故 有 下 述 n 维 对 偶 原 理 : 在 每 一 个 关于 点 与 超 平面 相关 联 的 正确 判断 中 , 可 
将 这 两 个 概念 对 调 而 不 会 影响 判断 的 正确 性 . 例如 , 对 平面 而 言 , 可 在 任 一 仅 涉及 
点 与 直线 间 关 联 性 的 定理 中 将 点 与 直线 的 概念 相对 调 ; 对 空间 言 , 可 在 任 一 仅 涉 及 
点 与 平面 间 关 联 性 的 定理 中 将 点 与 平面 的 概念 相对 调 . 

我 们 也 可 这 样 来 表述 对 偶 原 理 : 对 每 一 由 点 与 超 平面 组 成 的 图 形 有 一 由 超 平 
面 与 点 组 成 的 图 形 与 之 对 应 , 其 关联 关系 与 原 图 形 相同 , 对 应 的 方式 是 这 样 : 对 点 
y, 令 与 y 具有 相同 坐标 yo,… ,yn 的 超 平面 与 之 对 应 ; 对 超 平面 w, 令 与 它 具 有 相 
同 坐标 v0,.… ,ur 的 点 与 之 对 应 . 因此 , 关系 (wuy) = 0 仍 保持 不 变 . 这 种 对 应 是 一 
种 特殊 的 对 射 变换 , 或 称 为 对 偶 变 换 , 由 点 (0,…… ,u”) 组 成 的 空间 也 称 为 原 空 间 
Sn 的 对 偶 空 间 . 

现在 我 们 来 研究 , 一 个 线性 子 空间 5 在 对 偶 变 换 下 相应 于 什么 ;Sm 可 通过 点 
坐标 y 的 n 一 m 个 线性 无 关 方程 来 给 出 , 如 果 我 们 现在 将 y 理解 为 一 个 超 平面 的 
坐标 , 则 这 n 一 m 个 线性 无 关 的 方程 表示 超 平面 y 将 通过 n 一 m 个 线性 无 关 的 点 . 
这 些 n 一 m 个 点 决定 一 5%_m-1, 而 线性 方程 则 表明 , 这 个 Sm-1 包含 在 超 曲 面 
y 中 . 因此 , 在 对 偶 变 换 中 , 5%, 对 应 于 5%_m_1, Sm 的 点 对 应 于 通过 5。 :1 的 超 
平面 . 

现在 假设 5, 包含 在 一 So 中 , 5S， 的 一 切 点 同时 是 5S。 中 的 点 . 在 对 偶 变 换 中 
95， 对 应 于 一 些 5S。，1, Sg 对 应 于 一 9"_，1, 因此 所 有 通过 5,,_p_1 的 超 平面 同时 
也 通过 5,,_,_1. 很 明显 , 这 就 是 说 S。 1 包含 在 5,,_p_1 中 .因此 , 在 对 偶 变 换 下 
包含 关系 也 反 转 过 来 . 

根据 上 述 考虑 可 见 , 对 偶 原 理 不 仅 能 应 用 于 由 点 和 超 平 面 组 成 的 图 形 , 而 且 也 
能 直接 应 用 到 由 任意 的 线性 空间 5,, 5,,.. 组 成 的 图 形 以 及 关于 这 些 图 形 的 定理 
上 去 , 在 对 偶 变 换 下 , 每 一 5, 与 一 5,,_p_1 相对 应 , 且 有 关 So 的 关联 关系 与 原 关 
系 相反 , 即 当 5S 包含 于 5 中 时 , 则 与 5S, 相对 应 的 5;,_p_1 包含 5%_g_1. 

联系 在 81.1 中 所 阐述 的 射影 几何 的 基本 概念 , 还 有 一 系列 的 导出 概念 , 我 们 把 
其 中 最 重要 的 一 些 在 此 叙述 一 下 . 


.8. 第 1 章 nn 维 空间 的 射影 几何 


直线 上 的 全 体操 也 称 为 一 (线性 ) 点 列 . 该 直线 就 称 为 这 一 点 列 的 载体 (triger). 
与 这 一 反 列 相对 偶 的 为 Sn" 中 包含 5;,_2 的 超 平 面 的 集合 . 我 们 把 这 一 集合 称 为 超 
平面 束 (n = 2 时 称 为 射线 束 ; n = 3 时 称 为 平面 束 ), 该 5,_2 称 为 这 一 超 平 面 柬 的 
载体 . 和 线性 点 列 一 样 , 束 也 有 一 参数 表示 : 


ur = X0s + At™. (1.3.1) 


一 平面 52 的 全 体 点 称 为 一 平面 的 点 场 , 52 称 为 它 的 载体 , S" 中 与 之 对 偶 的 全 体 超 
平面 被 称 为 网 (netz) 或 从 (biindel) , 它 包 含 了 这 一 从 内 的 载体 5,,_3. 网 的 参数 表 
未 为 
wr 一 Xor 十 和 5* 十 和 ot 
Sn 中 通过 一 点 y 的 全 体 线性 空间 称 为 一 星 形 (stem), 点 y 就 称 为 该 星 形 的 载体 . 
设 w,v,z,y 为 一 直线 上 的 四 个 不 同 的 点 , 并 设 


| Tk = UkAMO + VEAL, 


(1.3.2) 
Yk = UkMo + VM1) 


则 我 们 称 量 
: ( ”9 ) = A (1.3.3) 


uw v) Nu 


为 该 四 点 wv, zx,y 的 交 比 . 将 坐标 4 或 v, zx 或 y 乘 以 任 一 不 为 零 的 因子 和 交 比 
显然 不 会 因此 而 改变 . 所 以 , 交 比 确 仅 与 该 四 点 有 关 , 而 与 其 坐标 无 关 . 

用 完全 相同 的 式 (1.3.2) 与 式 (1.3.3) 可 定义 一 束 中 四 个 超 平面 (例如 , 一 平面 
射线 束 中 的 四 条 直线 ) 的 交 比 . 
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1. 在 对 偶 变换 下 两 个 线性 空间 的 交 对 应 于 其 并 联 空间 , 反之 亦 然 . 

2. 试 由 Sn+1 中 一 点 作出 的 S.+i 的 S。 的 投影 来 证 明 下 述 转 移 原理 , 每 一 个 关于 5S 中 
点 , 直线 , :…………… 超 平 面 间 的 关联 性 定理 均 对 应 于 一 关于 Sn+1 的 星 形 中 直线 , 平面 , :……… 超 
平面 间 的 关联 性 定理 . 

3. 试 证 下 列 公式 : 


4. 设 a,b,c,d 为 平面 上 的 四 点 , 其 中 任 三 个 均 不 在 一 直线 上 , 则 其 坐标 可 如 下 地 来 正规 化 : 
ak 十 bk 十 ck 十 dx 二 0， 


从 而 “完全 四 角形 ”a,b, c,d 的 “对 角 点 ”p,qg,7( 即 ab 与 cd, ac 与 bd, 以 及 ad 与 bc 的 交 后 ) 可 
由 下 式 给 出 : 
Dk = Qak 二 bk = —ck — dx, 
qk 一 ak 十 ck 一 一 pk 一 Cd， 
rk = Qk 二 dx = —bxk Om ck. 
5. 试 利用 练习 1.3 题 4 的 符号 和 公式 证 下 述 完全 四 角形 定理 : s,t 分 别 表 pg 与 ad 及 pc 
的 交点 , 对 角 点 p,g 与 此 两 点 成 调和 共 罗 , 即 其 交 比 为 


(= 


6. 如 何 叙 述 在 平面 的 射影 几何 中 与 上 述 完 全 四 角形 定理 相对 偶 的 定理 ? 


81.4 多重 射影 空间 . 仿 射 空间 


以 z 表 一 9， 的 点 , 以 y 表 一 5 的 点 , 则 所 有 形 如 (z,y) 的 点 偶 组 成 的 集合 
就 称 为 二 重 射影 空间 Sn 因此 , Sm 。 的 一 个 点 就 是 一 个 点 偶 (x,y). 可 以 类 似 地 
来 定义 三 重 、 四 重 以 至 多 重 的 射影 空间 , 我 们 将 数 m 十 n 当 作 空间 Sm,n 的 维 数 . 

引进 多 重 射 影 空间 的 目的 是 为 了 能 够 类 似 于 处 理 点 流 形 和 单列 变量 的 齐 次 方 
程 等 问题 一 样 地 来 处 理 相 应 的 点 偶 流 形 、 三 点 组 的 流 形 以 及 多 列 变量 的 齐 次 方程 
的 问题 . 

我 们 把 多 重 射影 空间 Sn... 中 的 一 个 代数 流 形 理 解 为 该 空间 中 满足 方程 组 
F(x,y,…) = 0 的 全 体 点 (z,y,…) 所 组 成 的 集合 , 其 中 方程 对 每 一 列 变量 均 为 齐 
次 的 , 一 个 具有 次 数 g,h,.… 的 单一 方程 F(z,y,…) = 0 的 解 组 成 一 次 数 为 g,h,… 
的 代数 超 曲 面 . 

普通 射影 空间 5S, 中 的 一 个 超 曲 面具 有 一 个 次 数 , 叫做 该 超 平面 的 次 数 或 阶 数 . 
次 数 为 2,3,4 的 超 曲面 就 分 别 叫 做 二 次 超 曲面 、 三 次 超 曲面 和 四 次 超 曲 面 ，52 或 
9 1 中 的 一 个 超 曲面 称 为 一 条 曲线 ，Ss 中 的 一 个 超 曲 面 称 为 一 曲面 ，S2 中 的 二 次 
曲线 称 为 圆 维 曲线 , 二 次 的 超 曲面 一 般 称 为 二 次 曲面 . 

我 们 能 够 将 二 重 齐 次 空间 5%。 的 点 一 一 对 应 地 上 映像 到 一 普通 的 射影 空间 
Smnimin 上 . 为 此 我 们 令 


Zik = Tiyk (t=0,1,.…,m;k=0,1,...,n), (1.4.1) 
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并 将 此 (m + 1)(n + 1) 个 不 全 为 零 的 元 素 zk 当 作 Su 中 一 个 点 的 坐标 , 可 
以 反 过 来 由 zix 决定 x 和 y, 且 这 决定 除 一 共同 的 因子 和 未 定 外 是 唯一 的 . 因为 设 
YO0 0, 则 由 式 (1.4.1) 知 炎 0) ,Tm 正比 于 200, 210，……… ) 2m0 诸 Zik 由 下 述 


2)(2) 
ZikZjl = Zizjk (LFI kD) (1.4.2) 
联系 着 , 因此 流 形 5,,， 可 由 (7 + 1 ( + " 个 二 次 方程 所 组 成 的 方程 组 来 决定 ， 


因为 它 的 点 能 由 方程 (1.4.1) 的 有 理 参数 表示 , 它 就 叫做 有 理 流 形 . 
映射 (1.4.1) 的 最 简单 的 情形 是 m = 1,n = 1 的 情形 . 此 时 方程 (1.4.2) 就 成 为 


个 方程 


200211 = 201210， (1.4.3) 


它 定 出 三 维 空间 中 的 二 次 曲面 , 并 且 任 一 非 奇 异 的 二 次 方程 (无 重点 二 次 曲面 的 方 
程 ) 均 可 通过 一 射影 变换 变 成 方程 (1.4.3) 的 形式 . 因此 , 我 们 得 到 一 个 将 两 条 直线 
上 的 点 偶 映射 到 任 一 无 二 重点 二 次 曲面 上 的 点 去 的 映射 ， 这 个 映射 在 研究 二 次 有 曲 
面 上 的 点 、 直线 或 曲线 的 性 质 时 有 很 大 的 用 处 . 
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1， 在 流 形 Sn” 上 将 y 或 x 固定 就 可 分 别 得 到 两 族 线性 空间 S， 或 Sn [特例 : 在 曲面 
(1.4.3) 上 可 得 到 两 族 直线 ], 不 同族 中 的 任 两 线性 空间 有 一 个 公共 点 ,同一 族 中 的 任 两 个 线性 空 
闻 则 无 公共 点 . 

2. 设 方程 f(x,y) = 0 对 zo, zl 为 齐 次 , 其 次 数 为 1, 对 yo, yi 为 齐 次 , 其 次 数 为 m; 该 方程 
决定 二 次 曲面 (1.4.3) 上 的 一 阶 次 数 为 (1,m) 的 曲线 Cy 。. 试 证 : 该 曲面 上 直线 的 次 数 为 (1, 0) 
或 (0, 1), 该 曲面 与 一 平面 的 交 线 的 次 数 为 (1, 1), 该 曲面 与 一 二 次 曲面 的 交 线 次 数 为 (2, 2). 

3. 二 次 曲面 (1.4.3) 上 次 数 为 (k, 1) 的 一 条 曲线 与 平面 的 交点 数 一 般 为 十 1 个 , 试 证 此 结 
论 , 并 将 “一 般 ” 这 个 词 下 所 包含 的 各 种 情形 枚 举 出 来 (提示 : 列 出 曲线 和 平面 的 方程 并 由 此 二 
方程 消去 z 或 y). 

如 将 射影 空间 Sn 中 yo = 0 的 超 平面 上 的 全 体 点 弃 去 , 则 所 成 的 空间 就 是 份 

空间 4". 对 仿 射 空间 中 的 点 而 言 有 有 yo 关 0, 故 可 将 坐标 乘 以 一 适当 的 因子 以 使 
Yo 三 1. 这样, 余下 的 坐标 y1,… ,yn 就 是 唯一 确定 的 了 , 我 们 称 它 们 为 点 y 的 非 齐 
次 坐标 . 由 此 可 见 , 仿 射 空间 4 中 的 点 与 ”数组 (y1,… ,y) 成 一 一 对 应 . 

如 有 果 在 仿 射 空间 中 将 一 点 规定 为 原点 (0,… ,0), 那么 它 就 变 成 一 矢量 空间 忆 , 
每 一 点 (1,… ,yn) 就 可 与 一 向 量 (yi,… ,y) 成 一 一 对 应 (反之 , 我 们 也 可 将 任 一 
矢量 空间 同时 理解 为 一 仿 射 空间 ). 
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从 代数 的 观点 来 看 , 矢量 空间 与 仿 射 空 间 比 射影 空间 要 简单 些 , 因为 它们 的 点 
与 域 K 中 m” 个 元 素 yi,… ,yn 的 有 序 排 列 成 一 一 对 应 . 然而 , 从 几何 上 来 看 , 射影 
空间 3。 又 更 简单 些 , 而 且 更 有 意义 些 . 

为 了 用 代数 的 方法 处 理 射影 空间 5;,, 又 常常 将 它 归结 到 一 仿 射 空间 或 一 矢量 
空间 上 来 研究 . 根据 以 上 所 述 有 两 种 可 能 方式 : 或 者 将 Sn 的 点 理解 为 一 矢量 空间 
+1 的 射线 或 者 将 5 中 yo = 0 的 超 平面 弃 去 , 从 而 得 到 一 相同 维 数 ”的 仿 射 空间 
An. yo = 0 的 超 平面 也 叫做 非常 规 超 平面 , yo 关 0 的 点 叫做 5" 的 常规 点 (eigentliche 
punkt)， 因为 总 有 一 个 y; 不 为 零 , 所 以 通过 适当 的 重 排 坐标 yo, yi1,… ,yn 可 使 任 
一 给 定 的 点 变 成 常 点 . 

在 多 重 射 影 空间 中 我 们 也 可 以 将 zo = 0 的 点 , yo = 0 的 点 等 弃 去 , 余下 的 点 也 
可 由 非 齐 次 坐标 z1,… ,zm 氏 1,… ,yn,… 一 对 一 地 决定 , 从 而 也 可 当 作 一 仿 射 空 
间 来 看 待 , 按照 这 种 方式 一 个 二 重 射影 空间 就 给 出 一 仿 射 空间 4 + 这 就 是 为 什 
么 我 们 把 5;, 当 作 一 (m + n) 维 的 空间 的 原因 . 

在 齐 次 标 xz,y 的 一 个 齐 次 方程 内 用 zo = 1, yo = 1 代入 不 一 定 再 得 到 余下 的 
zt 和 y 的 齐 次 方程 , 因此 我 们 将 仿 射 空间 中 的 一 个 代数 流 形 定义 为 非 齐 次 坐标 的 一 
组 任意 的 代数 方程 的 解 的 集合 , 将 超 曲面 定义 为 单个 这 种 方程 的 解 的 集合 . 

反之 , 任 一 zzZm 分， 的 非 齐 次 方程 总 可 借 引 入 zo,yo…… 变 
成 齐 次 方程 . 因此 , 仿 射 空间 A 或 4 n+… 中 的 任 一 代数 流 形 至 少 必 属于 射影 空 
间 5， 或 相应 的 射影 空间 3 … 中 一 个 代数 流 形 . 


81.5 射影 变换 
矢量 空间 E41 中 的 一 非 奇 异 线性 变换 
Y= 2 aitgk (1.5.1) 
0 


将 每 一 线性 子 空间 仍 变 为 一 线性 子 空间 为 特别 地 , 将 每 一 射线 i 仍 变 为 
一 射线 丽 . 因此 , 它 就 导出 射影 空间 5,, 中 的 一 个 一 对 一 的 点 变换 ,该 变换 由 式 
(1.5.2) 给 出 


py = >_ azgyk (p #0). (1.5.2) 
0 


这 样 一 个 变换 (1.5.2) 被 称 为 一 射影 变换 (projecktive transformation), 或 叫做 线性 
直射 变换 (lineare kollineation). 

射影 变换 将 直线 变 成 直线 , 平面 变 成 平面 , 5%, 变 成 9,,, 且 保 持 一 切 关 联 关系 
(Sm 包含 在 54 中 的 这 种 关系 ) 不 变 . 这 个 定理 的 道 定理 不 成 立 : 并 非 任 一 将 直线 变 
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成 直线 (从 而 也 一 定 将 平面 变 成 平面 等 ) 的 一 对 一 的 点 变换 必然 是 一 射影 变换 . 反 
线性 变换 就 是 一 个 反例 .所 谓 反 线性 变换 就 是 指 将 任 一 点 变 成 其 共 轿 复 点 的 变换 ， 
用 式 子 来 表示 即 y = 区 : 在 最 一 般 的 情形 下 , 一 个 将 直线 变 成 直线 的 一 一 对 应 的 
反 变 换 由 下 式 给 出 : 


n 
0 


其 中 5 为 一 基本 域 K 的 一 个 自 同 构 . 

由 变换 (1.5.2) 知 , 任 一 射影 变换 由 一 非 奇 异 方 阵 4 = (az) 给 出 . 互 成 比例 的 
方 阵 4 与 pA(p 关 0) 定 出 同一 射影 变换 , 二 射影 变换 之 积 仍 为 一 射影 变换 , 其 矩阵 
即 为 二 矩阵 之 积 . 一 射影 变换 的 逆 变 换 仍然 为 一 射影 变换 , 其 矩阵 即 为 逆 矩 阵 4 一. 
由 此 可 见 , 5 到 自身 内 的 全 体 射影 变换 组 成 一 个 群 一 一 射影 群 PGL(n, K)9. 

Sn 的 射影 几何 学 就 是 研究 5,, 内 的 图 形 在 射影 变换 下 的 不 变性 质 的 数学 . 

如 果 我 们 根据 $1.1 所 述 , 通过 下 述 坐 标 变换 


Vyk 一 > Ba 
y= 》 2 


引入 点 y 与 y 的 一 般 射影 坐标 z 与 z', 则 由 (1.5.2) 与 (1.5.3) 可 知 z; 也 是 名 的 
线性 函数 : 


(1.5.3) 


021 = > diz (1.5.4) 
其 矩阵 为 
D=(d)=C AB. 
如 对 y 与 y 二 者 选 同一 坐标 系 , 在 此 特殊 情形 下 就 有 C = B, 以 及 


D=B-1iAB. 


现在 我 们 来 证 明 : 
” 射影 变换 的 主要 定理 空间 Sn 的 一 个 射影 变换 全 可 以 由 给 出 n 十 2 个 点 
y,y,…. ,y, Y 和 它们 的 像 点 TY,TYy,… ,TYy, TY 来 唯一 决定 , 假设 这 nn 十 2 个 点 
或 其 像 点 中 没有 n 十 1 个 在 同一 超 平 面 内 . 
证明 我 们 选 点 外.… ,9 作为 5 中 点 y 的 一 个 新 坐标 系 的 基点 ， 同 时 选 
TY,… ,T? 作为 像 点 Ty 的 坐标 系 的 基点 . 因此 , 变换 了 的 矩阵 DD 必定 为 一 对 角 


Q PGL=projektiv generell linear. 关于 这 个 群 的 性 质 请 参阅 van der Waerden B L. Gruppen von 
Linearen Transformationen. Berlin, 1935. 
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算 阵 


在 变换 了 下 将 给 定 坐 标 为 z 的 点 变 到 坐标 为 z 的 给 定点 Ty 的 条 件 , 根 
据 (1.5.4) 就 是 
021 一 012 (j=0,1,..,n). . (1.5.5) 


因为 z 以 及 z' 全 不 为 零 , 所 以 除 有 一 公共 因子 p 不 定 外 , 由 式 (1.5.5) 可 将 诸 6; 唯 
一 决定 下 来 . 可 是 方程 (1.5.4) 也 是 与 因子 p 无 关 的 , 故 变换 了 也 就 算是 唯一 决定 
下 来 了 . 口 

由 上 述 证 明 还 可 得 到 下 述 推论 : 两 射影 变换 相 重 合 的 充分 和 必要 条 件 是 它们 
的 矩阵 (at) 与 (at) 仅 相 差 一 常数 因子 和 , 即 


(ok) = Xat). 


在 研究 由 一 个 空间 5,, 到 另 一 个 空间 54 的 射影 变换 ,而 不 是 研究 由 空间 Sn 
到 自身 的 射影 变换 时 , 前 面 对 射 影 变 换 所 下 的 定义 以 及 上 述 证 明 仍然 一 样 成 立 . 特 
别 地 , 我 们 要 来 研究 由 空间 S。 中 的 一 个 子 空间 Sm 到 另 一 个 子 空间 5 的 射影 
变换 , 在 原来 射影 变换 的 定义 中 谈 的 是 坐标 yx, 现在 就 要 将 这 些 坐 标 理解 为 参数 
Yo,"… ,Ym 了 , 因此 在 这 种 情形 下 射影 变换 的 形式 就 应 号 成 : 


pi = 2 ,oF 


在 此 我 们 有 投影 定理 : 设 S%, 与 5 为 5S, 中 两 有 相同 维 数 的 子 空间 ,再 设 一 
第 三 子 空间 Si_m_1, 它 与 Sm 和 5 均 无 公共 点 . 如 将 Sm 中 的 点 9 投影 到 51 
上 , 即将 它 通过 Sm 与 Sm-1 联结 起 来 且 其 必须 要 与 9 相交 , 那么 该 投影 为 
一 射影 变换 . 

证 了 明 ”5,_m_1 的 方程 为 


(uz) =0, (4z) =0, (Wz)=0. (1.5.6) 


并 联 空间 5,_, 中 的 一 切 点 均 为 y 与 5,_m_i 中 n 一 m 个 点 名 2,…，” Zz” 的 
线性 组 合 . 特别 地 , 对 5。w 与 5 的 交点 y 当然 也 成 立 , 因此 有 


Yk 一 Mk 十 和 1 Zi 十 入 2 Zh 十 ， 的 , An 一 mm zp 。 (1.5.7) 
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由 于 和 关 0, 故 可 选 = 1， 再 者 , 由 于 为 为 … ,”z” 属 于 6。_m_1, 故 必 满 足 式 
(1.5.6), 因此 式 (1.5.6) 与 式 (1.5.7) 可 推 得 


(4 2) = (4 y) = bo, 
(Wy) = (Ly) = (1.5.8) 


由 于 5 可 用 参数 表示 , 所 以 yy 以 及 因而 5; 均 可 用 点 y 的 参数 Yo,… ,ym 线性 
表示 出 来 : 

Bi = 》 Fyk. (1.5.9) 
同 理 , yt 以 及 Bb; 也 可 表示 为 点 y 的 参数 yx,… ,yi 的 线性 组 合 


Bi = 》 ef (1.5.10) 


线性 变换 (1.5.9) 与 (1.5.10) 是 可 逆 变 换 , 这 是 因为 5% 与 5% 均 与 6,_m_1 无 公 
共 点 ， 上 述 线性 表示 式 的 右 部 不 可 能 同时 取 零 值 . 因此 , yt 是 B; 的 线性 函数 ， 而 
Bi 又 是 mm 的 线性 函数 , 从 而 办 也 就 是 xy 的 线性 函数 (反之 亦 然 ), 投影 定理 由 此 
得 证 . 口 
由 投影 定理 所 作出 的 从 Sm 到 3 内 的 射影 变换 称 为 透视 变换 (Perspektivitit)， 
由 上 述 射影 变换 的 基本 定理 与 投影 与 投影 定理 可 导出 射影 几何 的 一 些 最 重要 
的 定理 , 如 Desargues 定理 与 Pappos 定理 (参阅 下 面 的 练习 ). 


练 习 1.5 


1. 一 个 将 直线 变 为 自身 的 射影 变换 , 如 保持 三 个 不 同 的 点 不 变 , 则 为 一 恒 等 变 换 . 

2. 两 相交 直线 间 的 一 个 射影 变换 如 将 交点 仍 变 为 交点 则 为 一 透视 变换 . 

3. Desargues 定理 , 设 A1, 4A2, A3, B1, B2, Bs 为 平面 或 空间 内 六 个 不 同 的 点 , A1 Bi, A2B2， 
A3Bs 为 三 条 不 同 的 直线 , 相交 于 同一 点 P, 则 42>4s 与 BoBa; A3hi 与 BaBi 以 及 414， 与 
Bi Bz 的 交点 C1, C2, Cs 在 一 直线 上 . 

(提示 : 首先 将 点 到 PA2B2 由 Cn 出 发 投射 到 PAsB3 上 , 然后 再 由 C2 出 发 投射 到 PA1Bi 
上 , 最 后 由 Cs 出 发 投射 到 PA2B。 上 并 利用 练习 1.5 题 1 的 结果 .) 

4. Pappos 定理 , 设 六 个 不 同 点 A1, A2, A3, 44, 45, 46 中 标号 为 偶数 的 点 与 标号 为 奇数 的 
点 分 别 在 两 条 不 同 的 直线 上 , 则 A14hs 与 4445 的 交点 已 424s 与 4546 的 交点 Q 以 及 4344 
与 4641 的 交点 RR 在 同一 条 直线 上 . 

(提示 : 首先 将 点 到 4445 由 A1 出 发 投射 到 4446 上 , 然后 再 由 As 出 发 投射 到 45 46 上 ， 
最 后 再 由 R 出 发 反 回来 投射 到 4445 上 , 并 利用 练习 1.5 题 1 的 结果 .) 

5. 空间 5s 中 任 二 数 斜 直线 g,h 间 的 射影 变换 必然 为 一 透视 变换 . 
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(提示 : 将 g 上 三 个 点 Ai, 42, 43 与 其 在 h 上 的 像 点 B1, Bo, Bs 相连 接 , 然后 通过 41 Bi 
上 的 第 三 点 作 一 与 42B。 和 AsBs 相交 的 直线 s, 由 s 出 发 将 9 投射 到 hh 上.) 

6. 试 以 投影 定理 为 基础 构造 一 射影 变换 , 将 一 直线 上 的 给 定 三 点 变换 到 另 一 直线 上 的 给 定 

7. 根据 射影 变换 的 基本 定理 , 将 空间 S53 中 五 个 给 定 A, B, CO, 也 , 书 变换 到 另 五 个 给 定点 的 
射影 变换 是 唯一 确定 的 , 试用 几何 的 方法 作出 该 变换 . 

(提示 : 从 AB 出 发 将 空间 投影 到 CD 上 , 再 将 练习 1.5 题 6 的 结果 应 用 由 此 所 得 到 的 点 
上 . 同样 作 由 4C 出 发 到 BD 上 的 投射 , 依 此 类 推 .) 
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除 一 一 对 应 的 射影 变换 外 , 研究 退化 射影 变换 有 时 也 是 有 用 的 . 这 种 变换 也 是 
用 式 (1.5.2) 来 定义 的 , 不 过 此 处 矩阵 A = (at) 的 秩 + < n, 因此 有 可 能 点 y 属于 
空间 5,,, 而 其 像 点 y 属于 5%. 会 有 这 样 的 点 y, 它 的 像 点 的 坐标 y 全 为 零 , 因此 
它 没 有 一 个 确定 的 像 点 , 这 种 点 作成 一 个 5。_， 根据 式 (1.5.2) 一 切 像 氮 均 为 坐标 
等 于 ok 的 nn 个 点 ak 的 线性 组 合 , 其 中 有 r 个 是 线性 无 关 的 . 从 而 像 点 y 填 满 
Sm 的 一 个 子 空间 5,_1, 故我 们 有 : 

秩 7 <n 的 一 个 退化 射影 变换 将 空间 Sn 除去 一 子 空间 Sw_+ 外 (对 这 部 分 点 
变换 为 不 确定 的 ), 映射 为 像 空 间 Si_1. 

由 5,_; 出 发 将 5;, 所 有 点 投射 到 与 S。， 不 相交 的 一 个 5._1 上 , 这 个 投影 研 
是 一 个 秩 为 + 的 退化 射影 变换 的 例子 . 对 5%_ 中 的 点 来 说 这 个 投影 是 不 定 的 . 对 
其 余 的 点 y 及 其 投影 y 来 说 有 形 如 式 (1.5.8) 与 式 (1.5.10) 的 式 子 , 此 时 mm = 7 一 1. 
同样 , 我 们 也 可 由 式 (1.5.10) 来 解 出 y, 因此 Y 的 参数 7 线性 依赖 于 60,:… ,Bm， 
因而 根据 式 (1.5.8) 也 就 线性 依赖 于 yo,:… ,yn, 即 我 们 实际 上 有 


y= >》， yk, (1.6.1) 


其 中 和 矩阵 (az) 的 秩 为 "=m 十 1. 

我 们 还 可 将 公式 略 加 简化 , 方法 是 以 6; 代替 xy 来 作为 y 在 9 中 的 坐标 . 这 
是 可 以 办 得 到 的 , 因为 根据 式 (1.5.10), 6; 是 通过 一 可 逆 线 性 变换 与 y 相 联 系 的 . 
这 样 投影 的 公式 就 可 以 简单 地 写 为 


= (Ly) = 》、 dy 


现在 由 于 飞 是 完全 任意 的 超 平面 , 它们 所 应 满足 的 条 件 只 是 要 能 定 出 一 Sm_m-1 
即 可 , 即 (wt) 为 一 任意 秩 为 m 十 1 的 矩阵 (有 m+1 行 和 n+1 列 ). 由 此 推 得 : 任 
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一 秩 为 + 二 mm 十 1 的 退化 射影 变换 相当 于 一 由 子 空间 5,,_m_1 出 发 将 空间 5,, 投射 
到 一 与 6%_m-1 不 相交 的 子 空间 Sm 上 去 的 投影 . 

我 们 已 经 看 到 , 将 空间 5S。 变 为 自身 的 射影 变换 TT 如 有 和 矩阵 4 则 对 另 一 坐 
标 系 , 其 矩阵 即 为 D = B-14B. 我 们 知道 , 通过 适当 地 选择 B 就 可 将 此 矩阵 变 成 
Jordan 范式 , 由 如 下 的 Jordan 块 组 成 @: 


(1.6.2) 


其 主 对 角 元 由 “特征 根 ?和 组 成 , 而 在 主 对 角 线 斜 上 一 行 的 元 由 任意 异 于 零 的 数组 
成 , 我 们 可 将 此 数 选 为 1. 当 块 (1.6.2) 的 阶 数 (= 行 数 ) 为 1 时 , 主 对 角 线 斜 以 上 的 
数 1 就 没有 了 , 此 时 块 仅 由 元 素 入 组成, Jordan 范式 可 用 由 Segre 所 制定 的 一 套 由 
整数 组 成 的 符号 系统 来 标记 . 这 套 符号 系统 由 块 的 阶 数 (= 行 数 ) 所 组 成 , 当 特 征 根 
为 和 的 块 有 数 个 时 , 则 将 其 阶 数 用 一 圆 括 号 括 起 来 . 整个 Segre 符号 最 后 再 用 方 括 
号 括 起 来 . 例如 , 在 平面 (n = 2) 的 情形 下 有 以 下 几 种 可 能 的 范式 


X 0 0 A 0 0 A 0 0 X 1| 0 
0 % 0|, ioAN0|l lo 0|, 0 和 AI 0 |， 
0 0 X》s 0 0 》a 0 0 A 0 0 

A1 1 0 A1 1 0 

0 A 0 |， 0 A 1 

0 0 A 0 0 A 


它们 Segre 符号 分 别 为 [111], [(11)1], [(111)], [21], [(21)], [3]. 

如 令 特 征 根 和 也 可 为 0, 则 上 述 分 类 也 包括 退化 射影 变换 . 在 下 面 我 们 仍 仅 限 
于 讨论 一 一 对 应 的 变换 . 

Jordan 范式 与 在 了 下 不 变 点 、 不 变 直线 等 问题 有 密切 的 联系 , 对 每 一 有 e 行 


中 参阅 B. 工 . 范 德 瓦尔 登 . 近代 数学 . II8109. 至 于 几何 的 推导 可 参阅 ST.Cohn-Vossen. Math. Ann. 
Bd. 115(1937)S.80~86. 


的 块 (1.6.2) 联系 着 下 述 矢量 空 间 中 的 一 组 基 天 量 : 


一 个 “本 征 矢 量 ”wl, 对 它 有 Av1 = Xul ， 
一 个 矢量 vw, 对 它 有 Av2 = 和 vz 十 V1， 


直到 
Ve, 对 它 有 Av。 = Me 十 vei. 


因 之 射线 (v1) 在 变换 了 下 是 不 变 的 , 空间 (v1,v2), (v1,v2,v3) 等 也 是 如 此 . 因此 ， 
在 射影 空间 中 有 一 个 不 变 点 , 一 条 通过 这 个 点 的 不 变 直线 , 一 个 通过 这 条 直线 的 不 
变 平面 , 依 此 类 推 直到 一 个 不 变 空间 5。_1. 同一 本 征 值 和 的 线性 无 关 的 本 征 天 量 
的 线性 组 合 仍然 为 一 本 征 矢量 . 因此 , 如 设 对 本 征 值 有 9 个 Jordan 块 4,, 那么 
本 征 值 为 和 的 不 同 本 征 矢量 也 有 5 个 , 它们 张 成 一 子 空间 Es. Eg 中 的 射线 Ei 各 
自 都 是 变换 了 下 保持 不 变 的 射线 , 因此 把 它们 看 成 射影 空间 5 中 的 点 时 , 它们 就 
组 成 一 线性 空间 5S,_1. 这 种 情况 对 每 一 特征 根 和 都 可 重复 这 个 构造 . 这 种 变换 再 
也 没有 别 的 不 变 点 了 , 因 和 矩阵 4 已 无 别 的 本 征 天 量 了 . 

下 述 各 种 特殊 情况 是 有 趣 的 : 

(1) [111.…1] 的 “一 般 情形 ”, 此 时 D 为 对 角 和 矩阵 , 其 对 角 元 由 完全 不 同 的 根 
A1,… ,Mn 组 成 ， 不 变 点 为 新 坐标 系 基 本 单 形 的 顶点 ， 该 单 形 的 棱 边 为 不 变 线性 
空间 . 

(2) “中心 直射 变换 ”, 这 是 一 种 将 一 超 平 面 上 的 全 部 点 变 为 自身 的 变换 , 它 的 
Segre 符号 为 [(111.…1)1] 或 [(211.…1)], 除了 该 超 平面 的 点 为 它 的 不 变 氮 以 外 , 它 
还 有 一 个 不 变 点 , 叫做 “中 心 ", 具有 如 下 的 性 质 : 所 有 通过 该 中 心 的 线性 空间 为 不 
变 子 空间 , 在 [(111.…1)1] 的 情形 时 该 中 心 不 在 上 述 不 变 超 平面 内 , 其 他 情形 时 则 
均 在 该 超 平面 内 . 

(3) 周期 为 2 的 射影 变换 , 或 称 “ 对 合 变换 ”, 此 种 变换 的 平方 为 一 恒 等 变换 , 即 
42 = uE. 由 于 和 矩阵 42 的 特征 根 为 4 的 特征 根 的 平方 , 故 根据 上 述 4? 的 特点 知 ， 
4 只 能 有 两 个 特征 根 : 和 = 土 VXh， 由 于 可 以 任 一 因子 乘 4, 故 可 设 j= 1, 现 如 将 
Jordan 块 (1.6.2) 加 以 平方 就 可 推 得 , 仅 有 一 行 的 块 出 现 . 因此 D 为 一 对 角 甜 阵 ， 
其 对 角 线 上 的 元 素 为 +1 与 -1. 有 两 个 这 样 的 空间 5; 与 5%_w_1, 其 中 每 一 点 均 


为 不 变 点 . 一 个 非 不 变 点 y 与 其 像 点 y 的 连 线 交 5; 与 5%_r_1 于 两 点 , y,Y 与 这 


两 点 成 调和 共 轿 . 在 此 要 假设 , 基本 域 的 特征 不 为 2. 
练 习 1.6 
1. 试 给 出 各 种 将 平面 变 为 自身 的 射影 变换 所 具有 的 全 部 不 变 点 与 不 变 直 线 . 
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2. 一 中 心 直 射 变换 可 由 给 出 其 不 变 超 平面 S。: 和 两 个 点 z,y 以 及 这 两 个 点 的 像 点 zy 
来 完全 确定 , 不 过 此 处 zy 和 z'y 应 与 S。 1 相交 , 试 依据 上 述 给 出 的 条 件 作 出 直射 变换 的 射影 
几何 构图 . 

3. 试 证 : 在 一 中 心 直 射 变换 下 , 一 非 不 变 点 y 与 其 像 点 wy 的 连 线 必 通 过 其 中 心 . 

4. 试 证 : 直线 的 对 合 变换 必定 有 两 个 不 同 的 固定 点 并 可 由 与 此 两 固定 点 成 调和 共 轿 的 点 偶 
(yy ) 作出 . 


81.7 ”Pliicker 9，- 坐标 


Sn 中 一 Sm 由 mm 十 1 个 点 给 定 . 取 m= 2 的 情形 作为 例子 , 并 令 此 m+1 个 
所 为 z,y,z, 我 们 现在 作 


Xi Xk Tl 
ikl = 》 ZiykZ = | Yi Yk 


量 nini 不 会 全 部 为 0, 否则 点 z,y,z 就 会 线性 相关 . 交换 任 二 指标 就 会 改变 min 的 
符号 . 因此 , 如 两 个 指标 相等 , 就 有 ri = 0. 于 是 , ix 中 不 一 定 为 零 , 且 本 质 不 同 
的 个 数 与 自 n+ 1 个 指标 中 取 3 个 作 组 合 的 组 合 数 相等 . 在 任意 m 的 情形 下 则 有 


ri 大， ! 的 个 数 等 于 | nt 


7 十 工 

我 们 现在 来 证 明 , 除去 一 比例 因子 不 计 外 , riw 仅 与 平面 5。 有 关 , 而 与 从 其 中 
选 出 的 点 z, yz 无 关 . 设 z',y,z' 为 另外 三 个 确定 点 , 由 于 它们 在 由 > y > 所 定 出 
的 线性 空间 中 , 故 有 


/ 

Tk = TkQ11 TT YkQ12 + ZkQ13,) 
/ 

Yk = TkQ21 十 YkQ22 十 ZkQ23, 


/ 
Zk = TkQ31 十 YkQ32 十 ZkQ33,) 


因而 由 行列 式 的 乘法 定理 得 
2 TL 1 Ti Xk ZI Ql11l Ql2 0Q13 
yi yk yl | Yi Yk Yl Q21 Q22 023 
Zs Zp Zl Zi Zk 2 Q3l Q32 Q33 
或 


/ 
Tikl 一 NiklQ. 
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我 们 再 来 证 明 , 平面 8 可 由 量 raw 决定. 为 此 我 们 来 建立 确定 一 点 w 属于 平 
面 52 的 充分 和 必要 条 件 . 这 个 条 件 就 是 : 下 述 和 矩阵 


WO W1 …… Wn 
TO TI *** Tn 
YO Yl '** Yn 
0 之 1 ee Zn 


中 的 所 有 四 行 四 列 的 子 行列 式 均 为 零 . 试 将 这 样 的 一 个 子 行列 式 按 第 一 行 展开 , 则 
上 述 条 件 为 


WiNjkl 一 WITikl 十 WE — WINijk = 0. (1.7.1) 


我 们 可 以 将 条 件 (1.7.1) 理解 为 以 点 坐标 wi 表示 的 平面 52 的 方程 . 由 这 些 方程 就 
可 将 一 线性 空间 唯一 地 确定 下 来 . 

上 述 想 法 对 任意 的 m(0 < m < n) 也 完全 能 适用 . 这 样 , 由 于 65%, 由 zp. 唯 
一 决定 , 我 们 就 可 将 此 rik… 看 作 Sn 的 坐标 , 它们 叫做 Pliicker 坐标 ， 因为 它们 仅 
确定 到 一 常数 因子 \, 且 不 能 全 为 零 , 所 以 是 齐 次 坐标 . 

如 将 rom 中 的 所 有 指标 除 最 后 一 个 1 外 均 固 定 不 变 , 而 ! 任 其 取 遍 所 有 的 值 ， 
则 我 们 可 将 这 些 on 当 作 一 点 ron 的 坐标 来 看 待 . 这 个 点 属于 空间 5。, 因为 我 们 
有 
Vg Yh 
Zg Zh 


Zg Zh Tg Zh 


Yg Yh 


Tghl = Tl 十 yl 十 


Tg Zh 


因此 , 矢量 ron 是 矢量 x,y,z 的 线性 组 合 . 此 处 又 有 rons = 0 以 及 Aeon = 0, 所 以 
所 Toh 还 属于 由 方程 we = wn = 0 所 决定 的 空间 5,,2.5,,_2 是 坐标 系 基 本 单 形 的 
一 个 边 , 因此 点 Top 是 空间 S52 与 坐标 单 形 的 一 边 5%_2 的 交点 . 

上 述 一 切 目 然 只 有 当 row (9 和 固定 , 1 = 0,1,… ,n) 不 全 为 零 时 才能 成 立 . 
如 奋 正 是 全 为 零 的 情形 , 则 可 证 明 5 与 5,,_2 至 少 有 一 公共 的 51, 反之 亦 然 . 我 们 
个 打算 对 此 作 进 一 步 的 讨论 .miu 之 间 有 一 定 的 关系 , 这 关系 可 以 这 样 来 求 得 : 因 点 
To 总 是 属于 空间 52, 因而 应 满足 方程 (1.7.1), 将 这 一 事实 表达 出 来 就 可 得 到 我 们 
要 求 的 关系 . 由 此 求 得 


MghiTjkl 一 TghjTikl + NoghkTijl 一 ToghlMijk 一 0. (1.7.2) 


现在 设 rix 为 任意 一 些 量 , 它们 不 全 为 零 , 交换 两 指标 就 会 改变 符号 并 且 满 足 关系 
(1.7.2), 我 们 来 证 明 这 种 xixi 为 平面 Pliicker 坐标 . 
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为 此 我 们 设 xo12 关 0 通过 下 述 诸 式 : 


Ti 一 TI121) 
Yi 三 一 TI021) 
Zi 一 71011， 


定义 三 个 点 , 这 三 个 点 定 出 一 平面 , 其 Pliicker 坐标 为 
Ti Tk wl 


Pipl = N02| Yi Yk 细 


(同时 我 们 还 可 以 看 到 , po1z 头 0, 否则 该 三 点 就 会 是 线性 相关 的 ) 对 这 个 平面 也 有 
关系 (1.7.2): 


DomiDikl — PohiPik! + Pghkpijl — Pghipijk = 0. (1.7.3) 
现在 我 们 来 计算 po 
To 7Z1 Yi 7120 0 7TT121; 
_2 2 TO127012701i _ 
Do1 一 To0l2| Yo YY Yi 一 十 T012 0 一 TT021 ”一 Tf021; 一 1 一 N01i. 
20 2 i 0 0 7T0117 


同样 求 得 : PO2i 二 7T02i 以 及 p12i = T1121. 由 此 我 们 看 到 ， 所 有 的 Pghi) 当 9 与 h 这 两 
个 指标 取 0, 1 或 2 时 , 与 相应 的 xgni 相等 . 特别 地 , 有 po12 = rol2 取 0. 现在 我 们 
来 证 明 : 

Pohi = Tghi (1.7.4) 


能 一 般 成 立 . 由 式 (1.7.2) 与 式 (1.7.3) 得 
Nghi = TDi2(Trgho7ril2 一 Tghl17ri02 十 TIgh27i01)， (1.7.5) 


pgni = po12 (Pghopil2 一 Pgh1Pi02 + Pgh2pi01). (1.7.6) 


如 果 上 面 g 或 h 等 于 0, 1 或 2, 那么 式 (1.7.5) 与 式 (1.7.6) 的 右面 相等 , 这 时 就 有 
po = Nghi. 另 一 方面 , 如 果 g, h, i 中 没有 一 个 取 值 0,1 或 2， 式 (1.7.5) 与 式 (1.7.6) 
的 右面 也 还 是 相等 , 从 而 式 (1.7.4) 一 般 成 立 . z 

总 之 , 量 Nil 为 5 中 一 平面 的 Pliicker 坐标 的 充分 和 必要 条 件 是 : 它们 不 全 
为 零 , 交换 任 二 指标 时 改变 符号 并 满足 关系 式 (1.7.2). 如 果 rol2 天 0, 则 所 有 Tikl 
可 用 ri2i, 7T02i, Toli 有 理 地 表达 出 来 . 


§1.7 ”Pliicker Sm- 坐标 . 21. 


上 述 讨论 用 不 着 本 质 的 改变 就 可 对 S, 中 S。 的 Pliicker 坐标 也 能 成 立 , 关系 
式 (1.7.3) 在 一 般 情形 下 为 


7gogi…9u7aoali…ad 一 > go 9A_iaogAi1gmTgXaa am 一 0， (1.7.7) 
0 


在 直线 (m = 1) 的 情形 下 为 
NgiNkl 一 NgkTil 十 NolNik = 0. (1.7.8) 


关于 5% 坐标 进一步 细致 的 讨论 , 特别 是 具有 n 一 m 个 指标 的 、 与 Sm 坐标 相 
对 偶 的 x 的 引入 及 其 到 riu 的 简化 , 请 读者 们 去 参阅 Weitzenb5ck 的 书 0. 如 


将 这 (+) 个 量 mi. 理解 为 一 空间 Sy 中 一 个 点 的 从 标 


则 二 次 关系 式 (1.7.7) 就 定义 出 这 个 空间 内 的 一 个 代数 流 形 M, 这 个 流 形 M 中 的 
点 与 9 中 的 一 子 空间 5% 间 存 在 一 一 对 应 的 关系 . 

这 一 变换 最 简单 而 有 趣 的 情形 是 有 关 空 间 5s 中 的 直线 51 的 情形 . 在 这 种 情 
形 下 , 只 有 一 个 关系 (1.7.7), 即 


7T01723 十 T02731 十 T03712 三 0. (1.7.9) 


它 定 出 55 中 的 一 个 二 次 超 曲 面 M. 因此 , 53 中 直线 可 以 一 对 一 地 映像 为 55 中 一 
二 次 超 曲面 的 点 . 

在 此 映像 下 一 直线 束 对 应 于 M 上 一 条 直线 , 因为 若是 z 为 此 束 的 中 心 , y = 
Aiy 十 和 2 为 平面 上 该 束 中 不 通过 zx 的 直线 的 参数 表示 , 则 可 求 得 此 束 上 所 有 直 
线 的 Pliicker 坐标 如 下 : 


Nkl = Tk (MY 十 MY ) — Ti (NYE 十 X22K ) 
=A1(TEY — TYk) 十 MTrY — Tiyk) 
一 Mnp 十 入 a7r1.7 
反之 , 如 直线 rkl = 和 rj 十 和 27l 完全 在 M 上 , 因而 rw 在 Xi 与 X 相同 时 满足 
式 (1.7.9), 由 此 直接 导出 : 
A017T23 十 T02731 十 T03712 十 T23701 十 T31702 十 T12703 一 0 


CD Weitzenback R. Invariantentheorie. S. 117~120, Groningen, 1922. 
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或 者 在 令 


1! _ 1 / 1/ // AI AM/ AHA/ 
Nl 一 之 KUI 一 UK 与 Tk = TkY ~ Tr Yk 


后 , 就 可 用 下 述 行列 式 来 表示 : 


Z0 2Z1 2Z2 23 
yo Yi WW 
Z0 2Z1 2X2 £3 
yo yy YY 
因此 , 点 zz 在 同一 平面 上 , 且 两 直线 x' 与 六 相交 , 从 而 决定 一 直线 束 . 
因此 , 在 M 上 的 一 条 直线 必 对 应 着 一 直线 束 . 
将 一 固定 点 P 与 一 直线 RS 的 所 有 点 联结 起 来 , 就 可 得 一 5s 中 的 平面 . 如 
欲 此 平面 完全 在 M 上 , 则 至 少 必须 直线 PR, P5 与 RS 完全 在 M 内 . 因此 , 点 
PR,S 必定 与 53 三 条 互相 相交 的 直线 x,p,o 对 应 , 这 样 的 三 条 直线 要 么 在 同一 平 
面 内 , 要 么 就 必须 通过 同一 点 . 现在 将 直线 r 与 一 一 直线 束 po 中 的 所 有 直线 相 联 
结 起 来 , 则 由 此 所 得 直线 的 集合 必 为 一 直线 场 或 一 直线 星 形 , 反之 任 一 直线 场 和 任 
一 直线 星 形 均 可 用 如 此 的 方式 获得 , 因此 , M 上 的 平面 恰好 有 两 类 : 一 类 与 5 中 
的 直线 场 相 对 应 ; 一 类 与 S3 中 的 直线 星 形 相对 应 . 更 进一步 ， 根据 Felix Klein 还 有 
下 述 定 理 : 5 中 的 每 一 变 到 自身 射影 变换 均 对 应 于 55 中 使 超 曲 面 M 保持 不 变 的 
射影 变换 , 并 且 由 此 种 方式 得 出 所 有 将 M 变 为 自身 且 不 会 交换 上 述 两 类 平面 的 射 
影 变 换 . 


练 习 1.7 
1. Sm 与 位 于 其 外 的 一 点 w 相 并 联 的 空间 有 如 下 的 Pliicker 坐标 : 
Ojkl = Wyk — WITike + WET (11) wnap.... 
2. Sm 与 一 不 包含 它 的 超 平面 v 的 交集 有 如 下 的 Pliicker 坐标 : 
Ok = YW mike 
3. 空间 5% 中 两 条 直线 r, p 相交 或 重合 的 条 件 为 
ngipkl — rgkpil + rglpik + nklpgi— nilpgk + rikpgl = 0. 


4.5s 的 一 个 正则 系 (Regelschar)( 即 由 全 体 与 三 条 倾斜 的 直线 相交 的 直线 组 成 的 ) 对 应 于 
M 上 的 一 圆锥 曲线 , 即 空间 5s 中 一 个 平面 52 与 M 的 截 线 


Q 证 明 可 参阅 : van der Waerden B L. Gruppen von linearen. Transformationen Ergebn. Math. 
Bd. IV 2 (1935), §7. 


81.8 ”对 射 变换 . 零 配 系 . 线性 线 从 23 . 


81.8 对 射 变 换 . 零 配 系 . 线性 线 从 


如 对 5S。 中 的 每 一 点 y 有 5,, 中 的 超 平面 v 与 之 对 应 , 且 此 超 平面 坐标 用 式 
(1.8.1) 


pv’ = >》 askg (1.8.1) 
k 


表达 时 , 其 中 at 为 一 非 奇异 矩阵 , 则 此 对 应 即 为 (射影 ) 对 射 变换 . 由 于 oa* 为 非 
奇异 , 故此 对 应 为 一 一 对 应 , 其 逆 变 换 由 式 (1.8.2) 给 出 : 


OYk = > Briv, (1.8.2) z 
其 中 (6u) 为 (a*) 的 逆 矩 阵 , 令 点 y 跑 遍 超 平面 w 则 有 》 wu*yx = 0, 因而 由 式 
(1.8.2) 推 得 
> > wbBriw! = 0, 
即 超 平面 v 跑 人 遍 其 中 点 为 
zl 一 >》 Brur (1.8.3) 
的 星 形 . 反之 , 如 超 平面 v 跑 裔 其 中 点 为 z 的 星 形 , 则 应 有 viz = 0. 因而 由 式 
(1.8.1) 可 推 得 
>》， ,ary = 0， (1.8.4) 
即 点 y 跑 遍 一 超 平面 ww, 其 坐标 为 
ur 一 ay. (1.8.5) 


两 对 射 之 积 显然 为 一 射影 直射 , 直射 与 对 射 之 积 仍 为 对 射 . 因此 , 射影 直射 变 
换 与 对 射 变换 共同 构成 一 个 群 . 
式 (1.8.3) 与 式 (1.8.5) 定义 出 第 二 个 一 一 变换 , 它 将 超 平 面 v 变 成 后 z, 且 与 
原来 的 变换 (1.8.1), (1.8.2) 以 下 述 性 质 相 联系 : 如 y 在 w 内 , 则 wv 通过 7X, 反之 亦 
我 们 把 这 两 个 密切 相关 的 变换 : y 一 wv 与 vv* 人 z 看 成 一 个 整体 , 把 它 叫做 
完全 对 射 , 或 叫做 对 偶 变 换 . 因此 在 一 完全 对 射 变换 下 , Sn 中 的 点 9 与 一 超 平面 V 
成 一 一 对 应 , 超 平面 忆 与 点 2 成 一 一 对 应 , 且 在 此 变换 下 , 点 与 超 平面 间 的 关联 关 
系 保 持 不 变 ， . 
在 81.3 中 我 们 曾 讨 论 过 一 特殊 的 对 射 v= y;. 和 在 那里 一 样 , 我 们 能 证 明 , 在 
一 对 射 变换 下 , 对 每 一 5,, 中 的 子 空间 5,, 有 一 子 空间 5%_m_1 与 之 对 应 , 且 在 此 
变换 下 包含 关系 与 原 关 系 相反 . 
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和 在 射影 变换 的 情形 一 样 , 在 知道 了 n + 2 个 给 定点 (其 中 任 n 十 1 个 均 不 在 
一 超 平 面 内 ) 的 像 后 , 一 对 射 变换 就 唯一 地 确定 了 下 来 . 证 明 与 在 81.5 中 主要 定理 
的 证 明 一 样 , 根据 这 些 数据 来 构造 一 对 射 变换 的 过 程 和 在 练习 1.5 题 7 中 对 射影 变 
换 所 作 的 一 样 . 
和 两 个 射影 变换 的 情形 一 样 , 两 对 射 变换 相同 的 充分 和 必要 条 件 为 它们 的 和 矩阵 
仅 相差 一 常数 因子 入 : 
Qik 一 和 Qi. 
一 对 射 变换 , 如 其 逆 变 换 与 自身 相同 , 则 称 为 一 对 合 变换 . 现在 我 们 来 求 变换 
为 对 合 变换 的 条 件 . 因为 式 (1.8.1) 的 道 变换 由 式 (1.8.5) 给 出 , 故 一 变换 为 对 合 变 
换 的 充 要 条 件 为 
as 一 Xate (A#0), (1.8.6) 
由 式 (1.8.6) 直接 有 
Qik Moki — M2oik 


义 因 a* 中 全 少 有 一 个 不 为 零 , 故 有 


和 ”= 1 
因此 有 两 种 可 能 的 情形 : 一 种 情形 为 = 1, 此 时 和 拢 阵 (oka) 为 对 称 答 阵 : 
ok’ 一 ok, 
男 一 种 情形 是 = -1, 此 时 和 矩阵 为 反对 称 : 
a = 一 Qi. (1.8.7) 


在 第 一 种 (对 称 的 ) 情形 中 , 我 们 称 此 对 射 变换 为 一 配 极 系 或 配 极 变换 , 此 时 的 
对 称 和 矩阵 (a 人 *) 可 定义 一 二 次 形式 


. 2 2 Tir 
而 由 式 (1.8.1) 给 出 的 超 平面 就 是 点 y 关于 此 二 次 形式 的 极 面 (polare). 

在 反对 称 的 情形 下 , 我 们 称 该 对 射 变换 为 零 配 系 或 零 配对 射 . 我 们 知道 , 一 非 
奇异 反对 和 矩阵 (a*) 只 有 当 行 数 ”+ 1 为 偶数 , 也 即 只 有 当 维 数 ”为 奇数 时 才 可 能 
不 为 零 . 由 式 (1.8.7) 特别 有 o# = 0, 进一步 可 推 得 

p >》 viy 一 >》 >》 aeegyig = (0， 
因此 超 平面 v( 它 是 y 的 零 超 平面 ) 通过 点 y( 即 v 的 零点 ) 后 一 个 性 质 也 是 零 配对 
射 的 特征 性 质 , 因为 在 一 对 射 变换 下 如 对 每 一 点 y 有 一 通过 y 的 超 平面 与 之 对 应 . 


则 对 特定 点 (1,0,0,.… ,0) 也 应 如 此 , 由 此 就 可 推 得 a%? = 0. 同样 ， 对 每 一 i 可 证 
ai 二 0. 如 再 将 此 性 质 应 用 到 点 (1,1,0,… ,0) 上 , 则 可 推 得 


at 二 an = 0， 


因此 aol = -aaa 同样 一 般 可 证 ai* = 一 ok 
以 上 讨论 的 是 非 奇异 的 零 配对 射 , 现在 我 们 来 讨论 奇异 的 变换 , 此 时 反对 称 算 
阵 为 奇异 矩阵 , 相应 地 零 超 平面 也 是 一 度 不 定 的 . 两 个 点 z,y 称 为 对 一 零 配 系 或 配 
极 系 为 共 力 , 如 果 其 中 一 个 在 另 一 个 的 零 (或 极 ) 超 平面 内 . 方程 (1.8.4) 可 以 作为 
这 一 关系 的 判断 标准 . 由 于 方程 (1.8.4) 中 不 因 x 与 y 的 对 调 其 地 位 而 改变 . 故 共 
罗 关 系 对 zx y 这 两 个 点 来 说 是 对 称 的 : 如 > 在 y 的 零 超 平面 内 , 则 y 也 在 z 的 零 
起 平面 内 . 
现在 我 们 研究 全 体 通 过 一 个 点 y 并 在 该 点 的 零 超 平面 内 的 直线 9 所 组 成 的 集 
合 . 如 x 为 上 述 直线 内 的 另 一 个 点 , 则 我 们 有 式 (1.8.4), 由 于 式 (1.8.7) 我 们 可 将 它 
写成 
>》 oF (ziyk — TkYi) = 0. (1.8.8) 
i<k 


括号 内 的 量 为 直线 g 的 Pliicker 坐标 Trik; 因此 式 (1.8.8) 等 价 于 
》 oserik = 0. (1.8.9) 


i<k 

从 这 种 形式 可 以 看 出 , 直线 9 的 性 质 与 其 上 点 y 的 选择 无 关 . 我 们 把 所 有 那 
些 它们 的 Pliicker 坐标 满足 线性 方程 (1.8.9) 的 直线 称 为 一 线性 直线 从 (lineare ger- 
adenkomplex). 

反 过 来 我 们 从 一 线性 直线 从 (1.8.9) 出 发 , 则 从 中 所 有 直线 通过 一 超 平 面 上 的 
一 点 y, 那么 该 超 平面 的 方程 由 (1.8.8) 给 出 [如 果 (1.8.8) 对 z 来 说 不 是 恒等式 的 
话 ]. 考虑 到 ai = 一 ai, 将 式 (1.8.8) 写成 式 (1.8.4)， 则 从 新 得 到 平面 坐标 v* 的 方 
程式 (1.8.1), 因此 

对 每 一 线性 直线 从 (1.8.9) 相应 地 有 一 (也 可 能 是 奇异 的 ) 零 配 系 (1.8.1), 以 使 
线 从 中 通过 点 1 的 全 体 直线 正好 填 满 y 的 零 超 平面 反之 亦 然 . 若是 ! 的 零 超 平 
面 为 不 定 , 则 通过 9 的 全 体 直线 就 成 为 射线 从 , 反之 亦 然 . 

零 配 系 的 射影 分 类 是 非常 简单 的 ， 因 此 线性 从 的 分 类 亦 然 ， 如 果 本 为 一 所 ， 
它 的 零 超 平面 是 确定 的 , 以 及 已 为 一 不 与 Bo 共 轿 的 点 , 即 不 在 PP 的 超 平面 内 ， 
则 已 的 零 超 平面 也 是 确定 的 , 并 且 由 于 不 通过 Po, 因此 与 忆 的 零 超 平面 是 不 相 
同 的 . 这 样 , 此 两 超 平面 相交 于 一 空间 5S。_2 内 . 连接 直线 PP 与 Po 的 零 超 平面 
仅 相交 于 玉 点 , 与 已 的 零 超 平面 仅 相 交 于 叫 点 , 因 与 5%_2 完全 无 公共 反 . 
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现在 我 们 选 玉 与 PP 为 一 新 坐标 系 的 基点 , 其 余 的 基点 则 在 5,， 中 选择 , 如 
Sn-2 中 的 任 两 点 共 轿 , 则 户 ,…. , PP, 就 可 任意 选择 : 此 时 所 有 这 些 点 的 互相 共 圈 ， 
且 义 与 BR 和 忆 共 斩 . 如 果 不 是 这 样 , 则 我 们 在 5,_。 中 选择 已 与 PP 以 使 它们 不 
相 共 轿 . 那么 忆 与 PB 的 零 超 平面 均 不 能 包括 5,，。, 它们 分 别 与 5,_。 相交 出 一 
Sn_3. 此 5,_3 又 在 9S。，， 中 相交 出 一 Sn-_4, 和 上 面 一 样 , 它 也 与 连 线 已 户 无 公 

我 们 再 继续 这 样 做 下 去 : 在 9 4 中 选择 已 ,……… , P,. 如 果 5S,_4 任 两 点 均 相 
互 共 掏 , 则 已 ,… , 忆 , 在 9。 4 中 就 可 以 任意 选择 , 否则 就 选 两 不 共 轿 的 点 来 作 已 
与 户 . 那么 它们 的 极 超 平 面 又 与 95。4 相交 , 如 此 等 等 

最 后 我 们 就 得 到 这 样 一 组 线性 无 关 的 基点 : 户 , Pi, 忆 ,…. , 忆 ,，1,.… ,P,; 其 中 


万 与 已 

忆 与 户 

Pr_2 与 Pri 
为 不 相 共 轿 的 点 , 其 余 的 则 为 相互 共 罗 的 . 因此 , 有 a0l，a23,.… ,a2r-22r-1 均 不 
为 零 , 而 其 余 的 则 均 为 零 ， 适 当地 选取 单位 点 就 可 使 a01 = a23 = .…… = a2r-2 -= 


a" 二 1, 与 零 配 系 相 联 的 直线 从 的 方程 (1.8.9) 此 时 就 为 
N01 十 723 十 …' 十 Ta2r-22r-1 王 0. 


矩阵 (a*) 的 秩 为 2r(0 < 2r < n+ 十 1), 故 数 > 为 零 配 系 的 一 个 射影 不 变量 . 这 样 就 
完成 了 线性 从 的 射影 分 类 : 

零 配 系 的 反对 称 矩 阵 (a 让 ) 的 秩 总 是 一 偶数 2r. 给 定 秩 后 , 零 配 系 及 其 所 属 线 
性 从 就 唯一 地 确定 到 只 相差 一 射影 变换 . 

在 n = 1 时 只 有 一 个 零 配 系 : 恒 等 变 换 , 它 将 直线 上 的 每 一 点 变 为 自身 .在 
n 二 2 时 只 有 秩 为 2 的 奇异 零 配 系 , 它 将 每 一 点 变 成 一 条 直线 该 点 与 一 定点 
O 的 连 线 . 所 属 直 线 从 为 一 直线 束 , 其 中 心 为 0. 

在 通常 空间 (n = 3) 的 情形 下 , 则 有 两 个 线性 从 , 一 个 为 秩 等 于 2 的 奇异 (或 特 
殊 ) 线性 从 , 一 个 为 秩 等 于 4 的 正则 (或 非特 殊 ) 线性 从 . 一 个 奇异 线性 从 的 方程 是 
zol = 0, 因此 它 由 与 一 固定 直线 相交 的 全 体 直线 组 成 , 该 固定 直线 被 称 为 它 的 轴 . 
一 正则 线性 从 的 方程 是 xo1 + mas = 0, 它 属于 一 非 奇异 零 配 系 . 

53 中 的 一 个 非 奇 异 零 配 系 可 通过 下 述 射影 作 图 来 得 到 : 对 一 空间 五 边 形 的 每 
一 顶 反 , 令 通过 该 点 及 其 相 邻 两 顶点 的 平面 与 之 相应 . 这 5 个 平面 可 能 完全 互 不 相 
同 . 这 5 个 点 和 5 个 对 应 的 平面 就 决定 一 对 射 KK, 这 是 一 零 配对 射 , 其 中 所 有 相 邻 
顶 操 偶 为 共 辆 点 偶 , 证 : 至 少 应 有 一 线性 从 , 其 中 包含 有 该 五 角形 的 五 条 边 ; 这 是 因 
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为 这 五 条 边 只 能 给 出 六 个 量 az 间 的 五 个 线性 条 件 , 因为 没有 一 个 轴 能 与 这 五 条 边 
都 相交 , 所 以 如 果 有 是 这 样 一 众 , 及 就 不 会 是 奇异 的 , 因此 T 定义 一 零 配 对 射 . 每 
一 顶 挟 的 零 平 面 应 包含 着 通过 这 个 顶点 的 两 条 边 , 因为 它们 是 从 中 的 直线 , 这 样 一 
来 , 与 此 五 个 顶点 及 其 相应 平面 相 联 系 着 的 零 配对 射 与 对 射 K 相 一 致 , 因而 就 等 
于 它 . . 

零 配 系 的 直观 图 像 可 以 这 样 来 得 到 : 使 一 刚体 做 均匀 的 螺旋 运动 ( 绕 一 固定 轴 
a 转动 再 加 上 沿 该 轴 a 的 平移 , 两 者 速度 都 是 均匀 的 ), 然后 令 刚体 中 每 一 点 y 与 
通过 该 点 且 与 该 点 速度 矢量 相 垂 直 的 平面 相对 应 , 如 将 轴 a 当 作 z 轴 , 以 p 表 平 移 
速度 与 转动 角速度 的 比值 , 则 上 述 平面 的 方程 可 写成 : 


(Z172 一 Z271 ) 一 p(T3Y0 一 Z02/3 ) = 0. 
这 个 方程 的 形式 实际 上 与 (1.8.8) 相同 . 
练 习 1.8 
1. 试 证 : 通过 一 正 交 坐标 变换 总 可 将 一 非 奇 异 零 配 系 方程 变 成 (1.8.8) 的 形式 , 因此 任 一 这 
样 的 零 配 系 均 相 当 于 一 螺旋 运动 . 
2. 将 上 述 结果 推广 到 2n 十 1 维 . 
3. S53 中 一 零 配 系 Ya in 二 0 为 特殊 ( 即 奇 异 ) 的 充 要 条 件 为 


01 .23 02 31 03 .12 
a Qa “+a“a 十 aa ”= 


因为 正 是 在 这 种 情形 下 (1.8.9) 式 为 直线 x 与 一 给 定 直线 相交 的 条 件 . 

4. Sn 中 秩 为 2 的 线性 从 总 是 由 与 一 给 定 的 5%_2 相交 的 直线 组 成 . 

5. 一 零 配 对 射 不 仅 决定 了 一 线性 直线 从 , 而 且 (与 之 对 偶 地 ) 决定 了 一 由 诸 空 间 5%-2 所 组 
成 的 线性 从 (这 里 5%-2 是 由 每 两 个 相 共 轿 的 超 平面 相交 得 出 的 ). 
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所 谓 二 次 曲面 8._1 在 以 下 均 将 其 理解 为 空间 9 中 的 一 个 二 次 超 曲 面 . 因此 ， 
二 次 曲面 Qo 就 是 一 对 点 , 二 次 曲面 Qi 就 是 一 圆 维 曲线 , 二 次 曲面 92 就 是 普通 空 
间 中 的 二 次 曲面 , 我 们 将 二 次 曲面 的 方程 号 成 
> azkzjizk 一 0 (a =a®). (1.9.1) 
j,k=0 
用 下 述 直 线 : - 
Tk = MYk + M2Zk (1.9.2) 
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来 切割 二 次 曲面 (1.9.1), 则 我 们 将 得 到 Xi : Xo 的 一 个 二 次 方程 : 


X2 > OR yj yk 十 2A1 入 2 > QI yj zk 十 和 2 > QI zj Zh 一 0. (1.9.3) 
j,k j,k j,k 
因此 , 如 上 述 直 线 不 是 完全 在 二 次 曲面 内 的 话 , 则 将 有 两 个 (不 同 的 或 重合 的 ) 交 点 . 
如 在 式 (1.9.3) 中 中 间 的 那 一 项 等 于 零 : 


airyjzk = 0, (1.9.4) 
j,k 


则 式 (1.9.3) 中 Xi : Xa 的 两 个 根 将 大 小 相等 , 符号 相反 , 即 此 两 交点 与 y、z 成 调和 
共 轿 , 或 于 y 点 相 重 合 或 于 z 点 相 重 合 . 如 将 y 固定 而 令 z 变动 , 则 方程 (1.9.4) 将 
定义 出 一 超 平 面 , 其 坐标 为 
ur = aviy;, (1.9.5) 
j 


它 就 是 y 在 由 此 二 次 曲面 所 确定 的 配 极 系 中 的 极 面 . 如 点 y 由 wv 唯一 确定 , 则 我 
们 就 称 它 为 v 的 极点 . 点 z 满足 方程 (1.9.4), 因此 位 于 y 的 极 面 内 , 我 们 说 它 就 该 
二 次 曲面 而 言 对 y 共 圈 , 如 z 对 y 共 斩 , 则 y 也 对 z 共 思 e. 

如 y 的 极 面 不 定 : 


> aviy; =0 (k=0,1,... ,7), (1.9.6) 
7 


则 式 (1.9.3) 中 的 头 两 项 就 恒 为 零 , 因此 每 一 条 通过 y 的 直线 与 二 次 曲面 两 交点 在 
y 处 重合 , 或 整个 直线 在 二 次 曲面 内 . 在 此 种 情形 下 y 称 为 二 次 曲面 的 < 二 重点 ", 此 
时 二 次 曲面 为 一 锥 面 , 其 顶点 为 y, 即 它 完 全 由 通过 y 的 母线 组 成 

如 方程 组 (1.9.6) 的 行列 式 |ai*| 不 为 零 , 则 该 二 次 曲面 无 二 重点 , 此 时 配 极 系 
(1.9.5) 为 一 非 奇 异 对 射 . 在 此 变换 下 , 不 仅 对 每 一 点 y 有 唯一 极 面 4 与 之 对 应 , 而 
且 反 之 , 对 每 一 超 平面 有 唯一 极点 y 与 之 对 应 . 一 般 而 言 , 对 每 一 空间 S, 有 一 极 
空间 5,_p_1 与 之 对 应 , 这 一 对 应 关系 为 对 合 对 应 , 即 6,_。_1 的 极 空间 又 是 5,, 因 
为 如 5,_s_1 的 所 有 点 对 5 的 所 有 点 共 思 ,那么 S 的 所 有 点 也 就 对 5，。; 的 所 
有 点 共 轰 

如 y 是 二 次 曲面 的 一 个 点 , 但 不 是 二 重点 , 则 我 们 称 通过 此 点 y 且 与 二 次 曲面 
在 y 有 二 重 交 或 整个 在 此 二 次 曲面 上 的 直线 为 曲面 在 y 点 的 切线 . 直线 为 切线 的 
条 件 是 : 式 (1.9.3) 中 除了 第 一 项 为 零 外 , 还 需要 第 二 项 为 零 , 因而 也 即 需 要 z 在 y 
的 极 超 平面 内 . 由 此 可 见 , 所 有 的 切线 均 在 y 的 极 超 平面 内 , 因此 我 们 也 把 这 个 极 
超 平面 称 为 二 次 曲面 在 y 点 的 切 起 平面 . 特别 地 , 切 超 平面 包含 所 有 在 二 次 曲面 上 
且 通 过 y 点 的 直线 . 因而 也 就 包含 所 有 在 二 次 曲面 上 且 通 过 y 点 的 线性 空间 
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如 y 在 二 次 曲面 的 外 面 , 那么 所 有 与 y 之 间 由 曲面 上 两 点 来 调和 隔 开 的 反 
z 以 及 所 有 通过 y 的 切线 的 切 点 z 都 在 y 的 极 面 内 , 通过 y 的 所 有 切线 生成 一 顶 
点 为 y 的 锥 面 , 其 方程 可 通过 令 二 次 方程 (1.9.3) 中 的 判别 式 为 零 来 求 得 


(Dayyr) (DD ois ) 一 (Dryas) 二 0. 
如 (a’) 为 非 奇异 矩阵 (a*) 的 逆 和 矩阵 , 则 我 们 可 借助 方程 (1.9.5) 将 y 解 出 : 


yj = anu (1.9.7) 
超 平面 为 切 超 平面 的 充 要 条 件 是 : 它 通过 它 的 极点 y, 因而 也 即 满足 式 (1.9.8): 
2 =0. (1.9.8) 


因此 , 一 个 无 二 重点 的 二 次 曲面 的 切 超 平 面 形 成 一 对 偶 空 间 内 的 二 次 曲面 , 或 
如 一 般 所 说 的 , 形成 一 第 二 类 超 曲 面 . 
大 家 知道 , 方程 (1.9.1) 总 可 通过 一 坐标 变换 变 成 如 下 形式 : 


TZ6 十 ZI 十 … 十 22_1 二 0， 


其 中 p 为 矩阵 (as*) 的 秩 , 因此 秩 相等 的 两 个 二 次 曲面 必定 射影 等 价 . 一 个 秩 为 2 
的 二 次 曲面 可 分 解 为 两 个 超 平面 , 而 秩 为 1 的 二 次 曲面 则 为 一 个 超 平面 (但 当 作 两 
个 相 重 的 来 看 符 ). 

二 次 曲面 8._1 与 5% 的 一 个 子 空间 5 的 交集 可 由 将 So 的 方程 : 


0 1 
zk = Mo Vk FA Yk + + Ap Ys (1.9.9) 


代入 式 (1.9.1) 求 得 , 结果 得 到 和 0,… , 和 y 的 一 个 二 次 齐 次 方程 . 因此 , 只 要 空间 Sr 
不 是 完全 包含 在 二 次 曲面 8._1 内 , 则 它们 的 交集 就 是 9" 中 的 一 个 二 次 曲面 8p-1. 


练 习 1.9 


1. 一 将 直线 Si 变 为 自身 的 对 合 射影 变换 , 如 不 为 恒 等 变 换 , 则 由 全 体 与 一 给 定点 偶 成 调和 
共 轿 的 点 偶 组 成 , 固定 点 偶 中 的 一 点 , 则 全 体 点 偶 组 成 一 退化 对 合 变换 . 

2.，5,. 中 不 在 Q- -1 内 的 一 给 定 直 线 上 所 有 关于 二 次 曲面 Q--i 的 共 思 点 偶 形成 一 对 合 
变换 . 

3. 将 一 二 次 曲面 Q._1 中 的 所 有 点 与 一 在 S 外 的 固定 点 B 连接 起 来 , 则 我 们 就 得 着 一 二 
次 曲面 Q, 以 B 作为 其 二 重 反 . 

4. 试 给 出 二 次 曲面 Q--i 的 仿 射 分 类 . 
Q 指 z 和 w 与 y, > 连 线 与 曲面 的 两 个 交点 成 调和 共 斩 . 一 一 译 者 注 
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到 此 为 止 我 们 只 不 过 是 将 圆 维 曲线 和 二 次 曲面 的 解析 几何 中 的 已 知 结果 推广 
到 多 维 情况 . 现在 我 们 来 讨论 二 次 曲面 上 的 线性 空间 , 不 过 只 限于 研究 无 二 重点 的 
二 次 曲面 . 

我 们 知道 , 在 53 中 的 一 个 二 次 曲面 Q 上 有 两 族 直线 , 在 55 中 的 一 个 二 次 曲 
面 Q4 上, 正如 我 们 曾 在 81.7 中 用 线 几何 所 证 明 的 , 有 两 族 平面 . 我 们 现在 要 一 般 
地 证 明 , 在 二 次 曲面 Qs,, 上 有 两 族 5;, 而 在 二 次 曲面 Q>, ;1 上 仅 有 一 族 5,, 并且 
在 此 两 种 情形 下 二 次 曲面 均 不 可 能 包含 更 高 维 的 线性 空间 . 

这 里 的 族 是 什么 意思 ? 如 果 我 们 已 经 有 不 可 约 代数 流 形 的 概念 , 则 可 以 把 族 解 
释 为 这 样 一 个 不 可 约 流 形 ， 然 而 我 们 还 想 对 族 证 明 比 不 可 约 性 与 连续 性 更 多 的 特 
性 , 即 我 们 能 对 每 一 族 中 的 S, 给 出 一 有 理 参 数 表示 , 使 得 对 每 一 组 参数 值 恰 好 有 
族 中 的 一 个 S。 与 之 对 应 , 而 且 令 参数 组 取 各 种 数值 就 能 把 族 中 的 所 有 5,, 都 表示 
出 来 . 在 这 种 意义 上 , 我 们 将 来 证 明 , 在 Qan+l 上 存在 一 个 有 理 族 , 在 Q2, 上 存在 
两 个 互 不 相交 的 有 理 族 . 此 外 , 我 们 还 要 证 明 , Qz。 上 的 两 个 空间 5,, 如 有 一 5%_1 
作为 它们 的 交集 , 则 必定 属于 不 同 的 族 . 

我 们 利用 完全 归纳 法 来 证 明 上 述 结论 .”= 0 时 , 二 次 曲面 Qo 由 两 分 开 的 点 组 
成 . 而 在 = 1 时 , 二 次 曲面 Qi 为 一 圆 维 曲线 , 只 包含 一 有 理 的 点 族 , 如 将 圆锥 曲 
线 的 方程 写成 


Z3 一 2X07o2 一 0 
的 形式 , 则 圆锥 曲线 的 所 有 点 完全 由 下 述 参数 方程 给 出 : 


_ 2 
Xo -一 1， 
TX1 = tit», 


X22 一 t2. 


现在 我 们 可 以 假设 我 们 的 结论 对 二 次 曲面 82,_2 与 82n_1 已 成 立 , 我 们 来 研 
究 一 二 次 曲面 82n(Qzn+1 的 情形 可 以 完全 类 似 地 处 理 , 我 们 把 它 留 给 读者 来 考虑 ). 

我 们 先 来 证 明 , Qz。 上 上 且 通 过 Qz 中 一 固定 点 4 的 所 有 空间 5,, 形成 两 个 互 
不 相交 的 有 理 族 . 这 些 空间 都 在 切 超 平面 a 内 . 现 如 设 w 为 包含 在 a 内 , 但 不 通过 
4 的 一 个 确定 的 空间 52n_1( 这 样 的 空间 是 存在 的 , 因为 a 为 一 S52n), 那么 Q2n 与 
w 的 交集 为 一 无 二 重点 的 二 次 曲面 9,,_2. 因为 如 若 这 个 Qs,_。 有 一 个 二 重点 也， 
那么 该 点 就 与 w 中 的 所 有 点 以 及 4 相 共 思 , 因而 D 的 极 面 就 应 与 a 相 重 合 , 而 这 
是 不 可 能 的 , 因为 a 只 有 4 这 一 个 极点 .4 与 82n_2 中 的 点 间 的 连 线 定 全 在 Q。， 
内 , 这 是 因为 它 在 4 点 与 这 个 二 次 曲面 相 切 而 且 又 包括 了 这 个 二 次 曲面 中 的 另 一 
个 后 . 因此 , 如 果 我 们 将 4 与 82,_2 中 一 个 空间 5,,_1 连 起 来 , 则 所 得 的 并 连 空间 
Sn 将 完全 包含 在 Qzn 内 . 反之 , 如 有 一 5% 在 Qz。 上 且 通 过 4 点 , 那么 它 也 就 在 
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切 超 平面 a 内 , 因而 它 与 w 就 有 一 共同 的 5%_1, 且 此 Sn -1 在 Q2n-2 内 . 根据 归纳 
法 的 前 提 假 设 , 在 82。_。 上 有 5%_1 的 两 有 理 族 而 没有 更 高 维 的 空间 , 因此 也 有 两 
族 5% 在 Q2n 上 通过 4 点 , 这 就 是 4 与 每 一 5%_1 的 并 连 空间 ; 同时 也 不 可 能 会 有 
维 数 比 n 大 的 空间 . 此 外 , 根据 归纳 法 的 前 提 假 设 我 们 有 Q2n-2 上 的 两 空间 5%_1， 
如 有 一 共同 的 5。_>, 则 一 定 属于 两 不 同 的 族 . 由 此 推 得 , 过 4 点 的 两 个 空间 5%, 如 
有 一 共同 的 5%,_1, 也 必定 属于 两 不 同 的 族 , 我 们 将 此 两 族 称 为 马 (4) 与 台 (4). 


还 要 指出 , 任 一 在 a 内 并 且 又 在 Q2,, 上 的 空间 5,, 也 通过 4, 因而 也 就 属于 
(4) 或 蕊 (4A), 因为 如 该 5 不 通过 4, 则 4 与 Sn 的 并 连 空 间 5%41 将 完全 在 
Q2zn 上 , 而 这 是 不 可 能 的 . 

为 了 摆脱 4 点 而 把 由 5 组 成 的 两 族 看 成 是 在 整个 二 次 曲面 上 , 我 们 采取 如 
下 的 办 法 : 我 们 在 二 次 曲面 上 选取 一 个 通过 4 点 的 空间 Sn 并 作出 通过 它 的 所 有 
可 能 的 S，1, 这 些 Si 不 在 Qzn 上 因而 与 82n 相交 出 一 Qn; 这 个 Qn 包含 9， 
作为 它 的 一 部 分 , 因而 可 分 解 为 两 个 9,. 这 两 个 5 不 可 能 重合 , 因为 这 样 5,, 的 
每 一 个 都 将 是 Q。 的 二 重点 , 从 而 将 与 Si 的 所 有 点 共 斩 , 因此 Sn" 将 在 Sn+1 的 
极 空间 内 , 而 这 是 不 行 的 , 因为 这 个 极 空间 只 不 过 是 一 个 5%_1 而 已 . 我 们 将 这 两 
个 由 Q2 分 解 成 的 S。 分别 以 5% 与 3' 来 表示 . 如 Sn 与 Sw41 为 已 给 , 则 5 可 
有 理 地 算出 , 方法 是 : 由 5; 的 一 点 B( 它 不 在 5; 内 ) 出 发 作 “+1) 条 任意 的 不 在 
5 内 的 直线 , 并 且 这 (n+ 十 1) 条 直线 张 成 5%41, 然后 再 令 这 些 直 线 与 Czn 相交 , 结 
果 是 将 定 出 线性 空间 5 中 的 mn 十 1 个 与 B 不 同 的 交点 Bi,… , Bn+1. 所 有 这 些 步 
又 都 是 有 理 的 . 现在 我 们 令 5 取 遍 整个 族 瑟 (4) 中 各 种 不 同 的 5%, 并 且 令 9n+1 
也 取 遍 各 种 通过 5;, 的 空间 , 则 我 们 将 得 到 空间 5S 的 一 个 有 理 族 . 我 们 用 玉 来 
表示 这 个 族 . 同样 , 如 令 5 取 遍 整个 族 马 (4), 则 我 们 将 得 到 第 二 个 空间 5; 的 族 ， 
这 个 族 我 们 用 2 来 表示 . 

这 并 不 是 交换 指标 , 而 只 不 过 是 表明 马 是 由 马 (4) 导出 的 , 双 是 由 马 (4) 导 
出 . 如 果 我 们 将 上 述 空间 9, 1 特别 选 在 a 中 , 那么 5 与 54 将 都 在 a 中 , 因而 也 
就 通过 4 (因为 8' 不 通过 4, 那么 4 就 不 会 是 由 Sn 与 54 组 成 的 二 次 曲面 @， 
的 二 重点 , 这 样 9。; 中 通过 4 点 的 任 一 直线 9 都 将 与 Qn 且 与 82n, 相交 于 两 点 ， 
而 这 是 不 能 成 立 的 , 因为 9 在 a 中 ; 从 而 为 8Qzn 在 4 点 的 切线 ). 因为 5% 与 3/ 都 
在 9 1 中 , 故 它们 有 一 5,,_1 作为 交集 , 因此 属于 不 同 的 族 . 因此 , 如 果 5 属于 
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也 (4), 5% 就 会 属于 驴 (4), 反之 亦 然 , 这 样 就 有 如 族 中 通过 4 点 的 空间 一 定 属 
于 2(4), 而 马 族 中 通过 4 点 的 空间 则 一 定 属于 兄 (4)， 

现在 我 们 来 证 明 , Qz。 上 的 任 一 空间 5, 只 能 属于 族 吕 , 世 中 的 一 个 . 对 于 通 
过 4 点 的 空间 来 说 , 根据 上 述 已 很 清楚 : 如 果 它 属于 马 (4), 则 也 就 属于 马 , 如 果 
它 属于 兄 (4), 则 也 就 属于 马 , 如 设 5' 是 Qz。 上 的 一 个 不 通过 4 点 的 空间 , 那么 
S54 与 4 的 并 连 空间 为 一 S441, 它 与 92n 的 交集 为 一 二 次 曲面 Q。 这 个 二 次 曲面 
可 分 解 为 9 和 一 个 通过 4 点 的 5%, 然后 再 根据 S。 是 属于 马 (4) 或 属于 兄 (4) 
来 决定 9/ 是 属于 双 , 或 属于 网. 

族 下 与 咏 因 此 就 是 互 不 相交 的 , 并 且 训 括 二 次 曲面 92,, 的 一 切 5,, 以 后 我 
们 就 用 驴 与 马 来 表示 它们 . 由 一 族 连续 地 过 渡 到 男 一 族 是 不 可 能 的 , 否则 这 两 
族 必定 有 一 个 共同 的 元 素 . 如 果 我 们 不 从 4 点 , 而 从 另 一 个 点 4 出 发 , 那么 按 上 
述 方式 我 们 仍然 得 到 这 两 个 族 , 只 不 过 是 参数 表示 不 同 里 了. 

如 果 在 Q2»n 上 的 两 个 空间 S51, 5S”, 有 一 交集 5,,_1, 则 我 们 总 可 将 4 点 选 在 
这 个 交集 中 , 那么 根据 上 述 研究 的 结果 我 们 有 51 与 5 属于 不 同 的 族 马 (4) 与 
到 (4), 因而 也 就 属于 不 同 的 族 驴 与 马 . 这 样 , 我 们 在 假设 所 有 结论 对 O@。_， 成 
立 的 基础 上 证 明了 这 些 结论 对 Q2, 也 成 立 , 归纳 证 明 的 过 程 也 就 此 完成 . 

然后 我 们 来 证 明 , 同一 族 中 的 两 个 空间 5S', S1 总 有 一 维 数 为 n 一 2k 的 交 , 而 
不 同族 中 的 两 空间 则 总 有 一 维 数 为 n 一 2k 一 1 的 交 , 这 里 为 一 整数 , 交 为 空 集 时 
在 此 当 作 维 数 为 -1 来 看 待 . 

我 们 仍然 按照 n 来 用 完全 归纳 法 . 对 n = 0 的 情形 , 这 个 结论 是 不 言 自明 的 ， 
这 是 因为 此 时 每 一 族 仅 有 唯一 的 一 个 So, 而 So 与 自身 的 交 维 数 为 0, 与 另 一 个 50 
的 交 维 数 自然 为 -1, 因此 我 们 假设 上 述 结论 对 Q2,_。 上 的 5,_1 能 成 立 . 

和 上 面 一 样 , 我 们 从 4 点 出 发 来 作 Q2_。 上 两 族 5,,_1 的 投影 , 由 此 获得 通过 
4 点 的 空间 S, 的 两 族 : 马 (4) 与 马 (4). 在 投影 过 程 中 相交 空间 维 数 和 空间 9 ，， 
一 样 也 增 大 一 维 ; 一 个 维 数 为 (n - 1) - 2k 的 交 空 间 将 变 为 一 个 n -2k 的 交 空间 ， 
因此 我 们 的 结论 对 族 马 (4) 与 马 (4) 中 的 空间 能 够 成 立 . 同时 , 由 于 点 4 是 任意 
选 定 的 , 因此 上 述 结论 对 任意 两 个 有 一 公共 点 的 空间 5,, 也 能 成 立 . 

现在 设 5 与 5% 为 两 个 没有 公共 点 的 空间 , 我 们 在 5 中 选 4. 4 与 5' 的 并 
连 空 间 5%41 与 5S4 的 公共 点 就 只 有 4. 这 个 并 连 空 间 与 Qs 相交 于 一 二 次 曲面 
Qn, 这 个 Qn 又 能 分 解 为 54 与 男 一 通过 4 点 的 S。 对 于 5 与 5 来 说 , 由 于 现 
在 它们 都 通过 4, 我 们 的 结论 已 经 证 明 是 成 立 的 , 即 由 4 点 出 发 投影 所 得 出 的 交 ,， 
当 Sn 与 SY 属于 同一 族 时 , 其 维 数 为 n - 2k, 当 5 与 9" 属于 不 同族 时 , 其 维 数 
为 mn 一 2k 一 1. 然而 在 第 一 种 情形 时 3' 与 3% 在 不 同 的 族 内 , 故 其 交 的 维 数 实际 上 
是 -1=0--1= (n 一 2k) -1; 在 第 二 种 情况 下 则 相反 , 9' 与 5 属于 同一 族 , 故 其 
交 的 维 数 为 -1 = 0 一 1 = (n 一 2k 一 1) 一 1==n 一 (2k 十 1). 因此 在 两 种 情形 都 证 明 
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了 该 结论 是 正确 的 . 
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多 维 空间 不 仅 自身 是 很 有 趣 的 , 而 且 也 是 研究 平面 上 的 曲线 系 和 通常 空间 中 的 
曲面 系 不 可 缺少 的 工具 . 其 缘由 在 于 : 

我 们 能 够 将 平面 的 代数 曲线 : 53 的 代数 曲面 , 以 及 一 般 地 将 任 一 给 定 空 间 Sr 
中 的 9 次 超 曲 面 一 对 一 地 映像 到 一 射影 空间 Sy 中 的 点 上 去 , 这 里 


N = ( 下 _1. 
Nn 
因为 5;, 中 一 9 次 超 曲 面 由 下 述 方程 给 出 : 
Q0Z8 十 alz8g zl 十 …:. 十 aQNZ9 一 0. 
它 的 左面 还 可 以 乘 以 一 任意 不 为 零 的 因子 和 系数 也 不 能 全 为 零 , 这 个 方程 系数 的 
总 数 大 家 已 知 为 
(+") (+") _Nil 
n 9 


这 样 , 把 系数 co,…… ,ax 当 作 空间 Sw 中 的 一 点 的 坐标 , 也 就 等 于 作出 了 上 述 映 像 . 
如 所 处 理 的 是 平面 上 9 次 曲线 , 则 有 


9 十 2 1 
N= -1 二 = . 
( » ) 1= 39(9+3) 


因此 , 可 将 5。 上 的 9 次 曲线 一 对 一 地 映像 到 维 数 为 2g(g + 3) 的 空间 内 的 点 上 
在 这 个 变换 下 , Sw 的 一 个 线性 子 空间 9, 对 应 于 一 系 超 曲面 , 我 们 把 它 叫做 维 
数 为 7 的 线性 系 . 特殊 的 情形 有 : 一 维 线性 系 , 也 叫做 来, 其 元 素 由 下 述 方程 给 出 : 


Qk = Mibk 十 和 2Ck， 
以 及 二 维 线性 系 , 也 叫做 网 , 其 元 素 由 方程 
ak = Mobk + Mck 十 和 2dk 


给 出 . 


Q@ 可 以 很 容易 地 通过 对 n 十 9 的 完全 归纳 法 来 证 明 该 式 , 证 明 时 注意 将 g 次 的 fg (zx0,… ,zn) 先 变 
成 fo(7X0,… ,ZXn-1) 十 Xnfg-1(7X0,… ,zn) 的 形式 . 
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我 们 也 可 以 将 这 些 方程 写成 男 一 种 形式 , 设 B= 0 与 C =0 为 两 超 曲 面 , 由 它 
们 决定 一 个 束 , 那么 束 中 超 曲 面 的 方程 显然 可 写 为 


AB+A2C=0. 


同样 , 公式 
AoBo + AiBi 二 +… 二 + AB = 0, (1.10.1) 


如 其 中 形式 Bo0,:… , B. 为 线性 无 关 , 则 决定 一 > 维 线性 束 . 

将 Sv 中 的 点 映像 为 超 曲面 以 及 将 线性 空间 映像 为 线性 系 的 这 种 可 能 性 使 得 
我 们 能 够 将 有 关 Sy 中 线性 空间 的 定理 直接 转移 到 超 曲面 的 线性 系 上 去 .在 这 种 
意义 下 , 可 以 有 定理 : 超 曲面 的 坐标 a0,:… ,ax 间 的 N 一 r 个 线性 无 关 的 线性 方程 
决定 一 7 维 的 线性 系 . 

例如 , 通过 N - ” 个 给 定点 的 所 有 超 曲 面 , 假设 这 些 点 对 这 些 超 曲 面 加 上 的 线 
性 条 件 是 无 关 的 话 , 就 形成 一 + 维 的 线性 系 . 为 了 在 每 一 具体 情况 下 确定 所 加 的 条 
件 是 不 是 无 关 的 , 我 们 把 所 给 的 点 排 成 一 确定 序列 : P,.… , Py_,, 然后 来 确定 是 否 
有 一 9 次 超 曲 面 , 它 通过 忆 ,… , P._1, 但 不 通过 P, 如 果 对 所 有 满足 1<k<N-r 
的 大 都 是 这 样 , 那么 这 些 点 对 超 曲 面 所 加 上 的 线性 条 件 就 是 线性 无 关 的 , 只 要 适当 
选择 点 的 顺序 我 们 通常 可 将 通过 已 ,…… , P_1 的 超 曲 面 选 为 可 分 解 的 . 

按照 这 个 方法 我 们 能 够 毫 不 费力 地 证 明 , 如 平面 上 最 多 不 超过 五 个 的 一 组 点 ， 
其 中 没有 四 个 在 一 条 直线 上 , 总 能 对 平面 上 的 圆锥 曲线 加 上 独立 的 条 件 . 因为 通过 
一 1(< 4) 个 点 我 们 总 可 以 作 一 对 直线 , 它们 不 通过 给 定 的 第 个 点 , 因为 我 们 已 
经 假设 了 , 这 第 大 个 点 与 其 余 三 个 不 在 一 条 直线 上 , 由 此 得 出 : 

三 个 给 定点 总 是 定 出 一 圆锥 曲线 网 ,不 在 一 直线 上 的 四 个 点 总 是 定 出 一 圆锥 曲 
线束 , 五 个 给 定点 , 其 中 没有 四 个 在 一 条 直线 上 , 决定 一 个 唯一 的 圆锥 曲线 . 


练 习 1.10 


1. 试 根据 相同 的 方法 来 证 明 , 平面 上 的 八 个 点 , 其 中 没有 五 个 在 一 条 直线 上 , 没有 八 个 在 一 
圆锥 曲线 上 , 总 是 确定 一 三 次 曲线 束 (作为 通过 一 1 个 给 定点 的 辅助 曲线 我 们 选 这 样 的 三 次 曲 
线 , 它 可 分 解 为 一 圆锥 曲线 与 一 直线 , 或 可 分 解 为 三 条 直线 ). 

2. 设 a,b,c,d 为 平面 上 不 共 线 的 四 个 点 , 又 由 三 点 x,y,z 的 坐标 所 组 成 的 行列 式 总 是 以 
(x,y,z) 表示 , 那么 通过 a,b, c,d 的 圆锥 曲线 束 由 下 述 方程 给 出 : 


和 l(apzj(caz) 十 Xz(acz)(bdz) = 0. 
3. 利用 练习 1.10 题 2 中 的 记号 , 通过 五 个 给 定点 的 圆锥 曲线 由 下 述 方程 给 出 ， 


(apzj(cdz)(ace)j(bde) — (aczx)(bdzx)(abe)(cde) = 0. 
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4. 空间 53 中 的 七 个 点 , 其 中 没有 四 个 在 一 直线 上 , 没有 六 个 在 一 圆锥 曲线 上 , 没有 七 个 在 
一 平面 上 , 则 必 确 定 一 二 次 曲面 网 . 
(作为 通过 天 一 工 个 点 的 辅助 曲面 , 我 们 仍 用 可 分 解 的 曲面 , 如 果 不 可 能 的 话 , 就 用 锥 .) 


通过 平面 上 3g(9 + 3) 个 点 “在 一 般 情况 下 ”, 即 当 这 些 点 给 出 9 次 曲线 的 儿 
立 条 件 时 , 只 有 一 条 9 次 曲线 . 例外 的 情形 是 当 点 Pi 在 所 有 通过 万 ,…. , Pe-1 的 
9 次 曲线 上 时 的 情形 , 而 显然 只 有 当 Pi 对 咏 ,… , Po_1 取 特 定位 置 时 才 有 可 能 . 

当 决 定 线 性 系 (1.10.1) 的 超 曲面 Bo,… , B, 有 一 公共 点 或 数 个 公共 点 , 或 其 
全 一 整个 公共 流 形 时 , 则 显然 这 些 点 或 流 形 属于 系 中 的 所 有 超 曲面 . 这 些 点 就 称 为 
该 系 的 基础 点 , 这 个 流 形 就 称 为 该 系 的 基础 流 形 . 特别 地 , 可 能 有 这 种 情形 , 所 有 形 
式 Bo,… , Bm 有 一 公共 因子 4, 在 这 种 情形 下 系 (1.10.1) 中 的 所 有 超 曲 面 均 包 含 
超 曲面 A = 0 作为 其 固定 的 组 成 部 分 . 例如 , 当 平 面 上 的 圆锥 曲线 有 一 给 定 三 角形 
作为 极 三 角形 时 , 形成 一 无 基础 点 的 网 , 而 通过 三 个 给 定点 的 圆锥 曲线 形成 一 有 三 
个 基础 点 的 网 , 或 ( 当 此 三 点 在 一 直线 上 时 ) 形成 一 有 一 固定 组 成 部 分 的 网 . 

设 将 一 二 次 曲面 的 方程 写成 


》 》 a zjrk = 0， 
j 


则 一 二 次 曲面 束 的 方程 为 


Oak 一 MDIk 十 Aocik. (1.10.2) 
如 DD 为 矩阵 (a*) 的 行列 式 , 则 二 重点 的 条 件 为 
D=0. ‘(1.10.3) 


由 于 式 (1.10.2), D 为 入 与 和 9 的 (n 十 1) 次 形式 , 因此 方程 (1.10.3) 要 么 对 和 ,和 
说 为 恒等式 , 要 么 有 mn 十 1 个 (不 一 定 是 不 同 的 ) 根 . 因此 , 在 束 (1.10.2) 中 至 少 有 
一 个 , 最 多 有 n+ 1 个 锥 面 , 或 者 整个 束 中 的 超 曲 面 全 是 锥 面 . 

由 此 推 得 , 一 圆锥 曲线 束 至 少 包 含 一 已 分 解 的 圆锥 曲线 , 如 果 将 一 直线 偶 对 另 
一 圆锥 曲线 所 可 能 具有 的 位 置 都 列举 出 来 , 那么 我 们 就 可 以 获得 圆锥 曲线 束 (及 其 
基础 点 ) 的 一 个 完全 分 类 .由 于 一 直线 偶 与 另 一 圆锥 曲线 有 四 个 ( 不 一 定 是 不 同 
的 ) 交点 或 有 一 公共 部 分 , 因此 一 圆锥 曲线 束 或 者 有 一 固定 的 部 分 , 或 者 有 四 个 (不 
一 定 是 不 同 的 ) 基础 点 , 如 果 这 四 个 基础 点 的 确 是 不 同 的 , 则 根据 上 述 这 一 圆锥 曲 
线束 由 此 四 点 来 决定 : 它 由 通过 此 四 点 的 所 有 圆锥 曲线 组 成 , 此 时 束 中 三 个 已 分 解 
圆锥 曲线 就 是 一 完全 四 边 形 的 三 对 对 边 . 

关于 二 次 曲面 束 的 理论 的 其 他 问题 可 参阅 Segre 的 经 典 著作 人 . 


(QW) Segre C. Studio sulle quadriche in uno spazio lineare ad un numero qualunque di dimensione. 
Torino Mem. 2° Serie 36. 
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以 后 我 们 将 看 到 , 平面 上 的 ”次 曲线 束 有 mn? 个 (不 一 定 是 不 同 的 ) 基础 皮 或 
有 一 固定 的 组 成 部 分 . 同样 , 空间 5 中 的 ”次 曲面 网 或 者 是 有 m3 个 基础 点, 或 者 
是 有 一 固定 组 成 部 分 . 

例如 , 一 三 次 平面 曲线 束 一 般 来 说 有 9 个 基础 点 , 而 根据 练习 1.10 题 1 中 
所 给 出 的 适当 假设 , 其 中 每 八 个 已 经 能 将 该 束 确定 下 来 . 同样 , 空间 中 的 一 二 次 曲 
面 网 一 般 有 八 个 基础 点 , 在 适当 的 假设 下 , 其 中 七 个 就 能 将 该 网 及 该 八 个 点 , 确定 
下 来 . 


练 习 1.10 


5. 圆锥 曲线 束 有 下 列 几 种 类 型 : 

I. 有 四 个 不 同 基础 点 和 三 条 分 裂 开 的 准 线 的 圆锥 曲线 , 其 二 重点 形成 一 对 束 中 所 有 曲线 来 
说 的 公共 极 三 角形 . 

II. 有 三 个 不 同 基础 点 且 在 此 三 点 有 公共 切线 的 圆锥 曲线 束 , 两 条 分 裂 开 的 准 线 . 

IIIL. 有 两 个 不 同 基础 点 且 在 此 两 点 有 固定 切线 的 圆锥 曲线 束 , 两 条 分 裂 准 线 , 其 中 之 一 为 二 
重 线 . 

IV. 有 两 个 不 同 基础 点 且 在 此 两 点 之 一 处 有 给 定 切 线 和 给 定 曲率 的 圆锥 曲线 东 , 一 条 分 裂 曲 
线 . 

V. 具有 一 个 四 重 基础 点 和 一 条 分 裂 的 曲线 ( 即 一 二 重 直线 ) 的 圆锥 曲线 束 . 

VI. 由 有 一 固定 组 成 部 分 的 分 裂 圆锥 曲线 所 组 成 的 曲线 束 . 

VII. 由 具有 二 重点 的 分 裂 圆锥 曲线 所 组 成 的 曲线 束 . 


81.11 三 次 空间 曲线 


1.11.1 ”有理 标准 曲线 


如 将 $1.10 中 所 述 变换 应 用 到 5; 中 的 超 曲 面 上 , 因而 也 应 用 到 一 直线 上 的 n 
点 组 上 , 则 我 们 就 得 到 从 这 一 点 组 到 空间 5 中 的 点 上 的 映像 , 为 了 直观 起 见 , 我 们 
来 讨论 n = 3 的 情形 , 虽然 下 述 大 多 数 的 结论 对 任意 的 n 均 成 立 . 

设 所 要 研究 的 三 点 组 由 下 述 方程 给 出 : 


f(z) = ao23 一 3Q17272 十 3ao27z172 一 Qaax3 一 0， 1.11.1 
1 1 2 2 


设 它们 映 为 5 中 的 点 (ao,01, 02,0s), 由 三 个 相 重 的 点 所 组 成 的 三 点 组 值得 特别 的 
注意 ; 对 于 它 来 说 有 


f(z2) = (zit — Tot1)3 = 3t3 — 37272t1t? + 37172tito — 22ti, 
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因此 其 像 点 的 坐标 为 
vy0 二 t3, 
= t1t2, 
人 2 (1.11.2) 
22 一 t?t2, 
ys = 好. 


t- 直 线 51 通过 式 (1.11.2) 将 被 映像 为 空间 5s( 或 空间 5,) 中 的 一 条 曲线 , 我 
们 一 般 (对 任意 n) 称 它 为 有 理 标 准 曲线 , 在 n = 3 的 特殊 情形 下 称 为 三 次 空间 曲 
线 由 这 种 曲线 经 射影 变换 后 仍 称 为 三 次 空间 曲线 . 

这 里 “三 次 ”一 词 意味 着 , 任 一 平面 v 与 该 曲线 相交 于 三 点 (这 三 点 不 一 定 是 
不 同 的 ), 因为 将 平面 v 的 方程 代入 式 (1.11.2) 中 , 则 我 们 就 得 到 一 三 次 方程 : 


uot? 十 wit1t2 十 v2t?t2 十 uat? 二 0， (1.11.3) 


它 决定 t 轴 上 的 三 个 点 . 
设 g,7,s 为 这 三 个 点 , 则 由 适当 地 选择 任意 因子 可 得 下 述 三 ,如 的 恒等式 : 


voty 十 vit1t? 十 v2t?t2 十 uats 一 (git 一 q2t1)(r1t2 一 7r2til)(S1t2 一 s2t1). 
因此 通过 比较 等 式 两 边 的 系数 即 得 


V0 一 d17131， 
U1 一 017152 二 917281 十 927151,， (1.11.4) 
U2 = q17282 十 q27152 十 027251， 


U3 一 d27232. 


由 于 式 (1.11.4), 对 t 轴 上 的 每 一 三 点 组 gms 有 一 确定 的 平面 v 与 之 对 应 , 它 与 曲 
线 相 交 于 参数 值 为 wm s 的 三 点 9, R,S. 因此 不 仅 是 6s 的 点 , 而 且 Ss 中 的 平面 ， 
也 同时 是 一 一 地 映像 为 参数 直线 S; 上 的 三 数组 . 

特别 是 当 @ 与 RR 重合 时 , 则 v 也 称 为 在 Q 点 的 切 平面 , 因为 对 固定 的 Q = 及， 
4 线性 依赖 于 参数 s, 所 以 切 平面 组 成 一 束 , 它 的 载体 通过 Q 并 称 为 Q 点 的 切线 ， 
当 Q, R,S 三 点 全 重合 时 , 则 称 为 在 Q 点 的 密切 平面 . 

定理 1.11.1 任 一 曲线 , 如 它 的 有 理 参数 表示 由 下 述 三 次 函数 给 出 : 


yk = ak 好 十 brt?t2 十 cpt1t2 十 dt, (1.11.5) 


则 射影 等 价 于 一 三 次 空间 曲线 或 为 一 三 次 空间 曲线 在 空间 52 或 S1 上 的 投影 . 
在 n=2 的 情形 下 标准 曲线 为 圆锥 曲线 . 
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证 明 ”显然 , 下 述 射影 变换 
yx = QkpYo 十 bkY1 十 ckY2 十 dkpy3 


将 曲线 (1.11.2) 变 为 曲线 (1.11.5). 如 这 个 变换 是 退化 的 , 根据 $1.6, 它 与 到 一 子 空 
间 5S;_1 上 的 投影 相等 . . 口 

如 自 三 次 曲线 上 的 一 点 出 发 将 它 投 射 到 一 平面 5。 上 , 那么 我 们 会 看 到 , 我 们 
将 获得 一 圆锥 曲线 . 如 由 曲线 外 的 一 点 作 投 射 , 则 我 们 将 得 到 一 平面 曲线 , 显然 它 
与 每 一 条 直线 相交 于 三 点 , 因而 为 一 平面 三 次 曲线 (参见 83.2) , 最 后 如 投射 到 一 直 
线 上 , 则 得 到 该 直线 本 身 , 不 过 可 能 被 几 次 覆盖 , 其 他 种 类 我 们 就 不 考虑 了 . 


1.11.2 与 曲线 相 联 系 的 零 配 系 


因为 对 5s 中 的 每 一 点 一 对 一 地 对 应 着 51 中 的 一 三 点 组 , 对 每 一 个 这 样 的 三 点 
组 又 对 应 着 一 平面 , 因此 就 有 一 个 从 S53 的 点 到 平面 v 的 一 个 一 对 一 的 映像 . 只 要 
将 同一 形式 f(x) 一 方面 写成 (1.11.1) 的 形式 , 另 一 方面 又 写成 (1.11.3) 的 形式 (以 
z1,z2 代替 六, 如) 并 比较 两 式 的 系数 , 就 可 获得 这 个 映像 的 方程 , 如 以 zo, z1, z2, z3 
来 代替 Q0, Q1, 02, Q3 则 此 方程 为 


vo 三 3) 
一 3z2, 

"1 2 (1.11.6) 

U2 一 —321, 


U3 = 0. 


由 于 这 个 线性 变换 的 矩阵 为 反对 称 , 故 它 描述 一 零 配 系 号. 

如 令 z 特别 取 以 参数 形式 (1.11.2) 表示 的 曲线 上 的 一 点 y, 则 由 此 可 上 见 平面 v 
为 此 点 的 密切 平面 . 因此 , 该 零 配 系 使 曲线 上 的 每 一 点 与 它 的 密切 平面 相对 应 . 由 
此 得 到 非 切 平面 上 零点 的 简单 做 法 : 在 该 平面 与 曲线 相交 的 三 点 上 作 密 切 平面 , 这 
三 个 密切 平面 的 交点 即 为 该 平面 的 零点 , 因为 每 一 个 点 都 可 看 成 是 它 的 零 平 面 上 的 
零点 . 所 以 有 : 对 每 一 点 均 有 三 次 空间 曲线 的 三 个 (不 一 定 是 互 不 相同 的 ) 密切 平 
面 通过 该 点 , 而 由 此 三 切 点 所 连 成 的 平面 即 为 该 点 的 零 平面 . 
1.11.3 ”曲线 的 弦 


在 以 下 我 们 把 曲线 的 切线 也 默认 为 连接 曲线 上 两 点 的 弦 , 我 们 来 证 明 : 
通过 曲线 外 一 点 恰好 只 有 一 条 纺 . 
证 ”通过 所 给 点 4 作 所 有 可 能 的 平面 v 那么 我 们 有 


Q0?20 十 Q1U1 十 Q2u2 十 a3v3 三 0， 


@ 如 果 像 在 本 节 开 始 时 那样 设 空间 的 维 数 为 任意 数 n, 则 对 偶数 n 我 们 得 一 配 极 系 , 对 奇数 n 得 一 零 
配 系 . 
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因此 当 @, 忆 ,3 为 平面 与 曲线 的 交点 时 , 则 根据 式 (1.11.4) 有 


Q0q17151 二 + Q1(q17182 十 Qi7r251 十 q271381) 


二 Q2(q17252 十 q27182 十 q27281) 十 43q27282 二 0. 


给 定 了 Q 与 R, 则 方程 (1.11.7) 一 般 说 来 能 唯一 地 确定 比值 sj : so, 因而 也 就 唯一 
地 确定 了 平面 u. 然而 如 AQR 已 为 一 弦 , 则 曲线 上 任 一 点 5S 可 看 作 过 4QR 的 平 
面 和 曲线 的 第 三 个 交点 . 

因此 , 式 (1.11.7) 对 si 与 s 来 说 为 恒等式 , 这 给 出 式 (1.11.8): 


Q09171 + Qi1(qi72 + 9271) + Qa29272 = 0, 
Q1q171 十 Q2(9172 十 do271 ) 十 Q3q272 三 0. 


(1.11.7) 


(1.11.8) 


由 此 二 方程 我 们 可 唯一 地 决定 下 述 比 值 : 
qi71 : (9172 十 9271) : q272, 


因而 也 能 决定 根 为 gq : gz 及 71 : 72 的 二 次 方程 中 的 系数 的 比值 . 由 此 就 可 推 得 我 
们 的 绪论 . 

为 一 方面 , 在 每 一 平面 上 显然 有 三 条 (不 一 定 是 不 同 的 ) 弦 . 因此 我 们 可 以 说 ， 
一 三 次 空间 曲线 的 弦 作 成 “ 线 场 阶 次 为 3, 线 丛 阶 次 为 1 的 线 汇 ”. 


1.11.4 三 次 空间 曲线 的 射影 生成 


设 QR 与 %'R' 为 曲线 两 根 弦 . 由 QR 出 发 作曲 线 上 所 有 点 5S 的 投射 , 这 样 得 
到 的 平面 束 由 式 (1.11.4) 表示 , 我 们 已 看 到 si 与 s2 为 束 的 射影 参数 . 这 一 结论 对 
另 一 纺 Q' 尽 也 成 立 . 因此 , 如 将 任 二 纺 与 曲线 上 的 所 有 点 用 平面 联结 起 来 , 则 我 们 
将 得 到 二 相互 射影 相关 的 平面 束 . 

我 们 知道 , 两 个 射影 平面 束 产生 一 通过 其 载体 直线 的 二 次 曲面 . 因此 , 通过 三 
次 曲线 的 任意 的 两 弦 可 作 一 二 次 曲面 包含 该 曲线 . 首先 我 们 设 此 两 弦 为 斜 交 的 , 则 
曲面 包含 不 同 的 两 条 直线 , 并 且 由 于 此 两 弦 为 斜 交 , 故 属于 同一 系 . 通过 某 一 弦 的 
任 一 平面 除了 在 该 弦 的 端点 与 曲线 相交 外 , 还 只 能 与 曲线 再 相交 一 次 , 因此 另 一 族 
的 每 一 直线 与 曲线 仅 有 一 交点 .又 通过 这 样 一 条 割 线 的 任 一 平面 除了 在 此 制 线 与 
曲线 的 交点 处 与 曲线 相交 外 , 还 与 曲线 相交 两 次 , 因此 第 一 系 中 的 每 一 直线 又 是 一 
条 纺 . 

我 们 设 此 两 弦 通 过 曲线 上 的 同一 点 , 则 包括 它们 的 二 次 曲面 为 一 锥 面 . 因此 从 
三 次 空间 曲线 的 每 一 个 点 投射 该 曲线 即 得 一 二 次 锥 面 . 

现在 我 们 来 考虑 三 条 弦 , 其 中 第 三 条 不 属于 头 两 条 确定 的 规则 系 . 此 时 则 有 这 
样 三 束 相互 射影 相关 联 的 平面 束 , 其 中 任 三 个 相应 的 平面 必 在 曲线 上 的 一 点 相交 ， 
因此 一 三 次 空间 曲线 可 由 三 束 互 相 射 影 相 关联 的 平面 束 相 交 得 出 . 
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反之, 三 束 射 影 平面 束 一 般 而 言 产生 一 三 次 空间 曲线 , 例外 的 情形 是 : GD 三 束 
中 相应 的 平面 总 是 相交 于 一 直线 ; @@ 相应 三 平面 组 的 交点 在 一 固定 的 平面 内 . 
证 明 ”人 设 此 三 束 射 影 平面 的 方程 为 
Mili + M2l2 = 0, 
Aim1 十 X27102 = 0, (1.11.9) 
Ain1 十 Xo7o = 0. 


如 我 们 由 此 三 方程 算出 相应 三 平面 的 交点 , 那么 这 交点 可 由 三 阶 行列 式 , 因而 也 即 
由 入 与 和 2 的 三 次 形式 表示 : 


yo : Yi : Yy2 : Ys = po(N) : p1(N) : p2(N) : 93(N). (1.11.10) 


如 上 述 四 个 形式 wo,pl, pa,ps 为 线性 无 关 , 则 由 1.11.1 节 的 定理 1.11.1 可 知 由 式 
(1.11.10) 所 表示 的 曲线 为 一 三 次 空间 曲线 . 如 有 一 线性 关系 : 


cop0 十 clp1 十 cz2%2 十 Cc393 三 0， 


则 就 意味 着 , 所 有 的 点 y 在 一 固定 的 平面 内 , 此 平面 与 上 述 三 射影 平面 束 相交 于 三 
射影 直线 束 , 它们 在 该 平面 内 产生 一 圆锥 曲线 或 一 直线 . 如 上 述 三 阶 子 行列 式 恒 等 
于 零 , 则 每 三 个 相应 的 平面 均 通 过 一 直线 , 这 些 直线 一 般 来 说 形成 一 二 次 曲面 . 

我 们 暂 设 方程 (1.11.9) 确实 确定 一 三 次 空间 曲线 , 则 此 曲线 的 方程 可 由 令 下 述 
算 阵 中 的 二 阶 子 行列 式 为 零 获得 


/1 M1 也 1 
/2 M1 72 
因此 这 个 三 次 空间 曲线 为 三 个 二 次 曲面 的 完全 交 , 这 三 个 二 次 曲面 中 每 两 个 , 如 
limo2 一 /27701 一 0, /172 一 /1271 二 0 
除了 该 空间 曲线 外 , 尚 有 公共 的 直线 为 : 1 = ls = 0. 
练 习 1.11 
1. 两 具有 不 同 顶 点 的 不 可 分 解 的 二 次 锥 面 , 如 有 一 公共 母线 , 但 并 不 沿 此 母线 相 切 , 则 剩余 
相交 必 为 一 三 次 空间 曲线 . 
2. 包括 一 给 定 的 三 次 空间 曲线 的 二 次 曲面 组 成 一 网 . 
3. 一 三 次 空间 曲线 由 它 的 六 个 点 唯一 地 决定 . 
4. 对 给 定 的 六 个 点 , 其 中 没有 四 个 在 一 平面 上 , 必 有 一 三 次 曲线 通过 . 
(提示 : 在 题 3 与 题 4 中 可 利用 如 下 的 两 个 锥 面 : 顶点 为 此 六 个 给 定点 之 一 , 且 通 过 其 余 的 
五 个 点 .) 


第 2 章 代数 函数 


代数 几何 学 , 顾名思义 , 是 同时 应 用 几何 的 概念 和 方法 以 及 代数 的 概念 和 方法 
的 学 科 . 在 第 一 章 中 我 们 已 经 概述 了 射线 几何 的 基本 概念 , 所 以 在 本 章 中 我 们 要 把 
必需 的 代数 概念 和 定理 讲述 一 下 .所 述 定理 的 证 明 读 者 可 参见 本 丛书 中 我 所 写 的 
《近世 代数 》 一 书 岂 . 


82.1 ”代数 函数 的 概念 和 最 简单 的 性 质 


设 K 为 一 任意 域 , 或 即 复数 域 . K 中 的 元 素 称 为 常数 . 又 设 wu1,.… ,un 为 未 定 
元 或 一 般 地 设 它们 为 K 的 扩张 域 中 的 任意 量 , 它们 之 间 没 有 常 系数 的 代数 关系 的 
联系 . wu1,… ,un 的 有 理 函 数组 成 的 域 记 为 K(w) 或 P. 

所 谓 ww,… ,un 的 代数 函数 是 指 K(w) 的 扩张 域 中 的 这 样 一 个 元 素 w, 它 满足 
一 个 以 K(w) 中 的 元 为 系数 的 代数 方程 : f(w) = 0[ 自 然 , 这 里 f(w) 不 恒 等 于 零 ]. 在 
所 有 具有 性 质 f(w) = 0 的 多 项 式 f(z) 中 有 一 个 最 低 阶 次 的 多 项 式 p(z), 在 代数 中 
我 们 证 明了 这 个 多 项 式 有 以 下 的 性 质 (参见 《近世 代数 》 第 I 卷 , 第 四 章 ): 

(1) 除 差 一 个 K(w) 中 的 因子 外 , w(z) 是 唯一 确定 的 . 

(2) p(z) 是 不 可 约 的 . 

(3) P(z) 中 任 一 具有 性 质 f(w) = 0 的 多 项 式 f(z) 均 可 由 yp(z) 除 尽 . 

(4) 对 每 一 个 非常 数 不 可 约 的 多 项 式 yp(z), 均 有 一 扩张 域 P(w), p(z) 在 其 中 有 
一 零点 w. 

(5) 域 P(w) 由 yp(z) 唯一 确定 到 同 构 关 系 , 即 如 wi 及 ws 为 在 P 上 不 可 约 多 
项 式 p(z) 的 两 个 零点 , 则 P(wi) 兰 P(w2), 且 此 同 构 能 使 P 中 的 所 有 元 素 不 动 而 
将 wi 变 为 wo. 

在 了 上 不 可 约 多 项 式 的 两 个 这 样 的 零点 称 为 关于 卫 共 斩 . 一 般 对 两 组 代数 量 
win 与 wi,… ,wh, 如 有 一 同 构 P(wi,… ,wn) 辣 P(w1,** ,Wn), 能 保持 了 中 
所 有 元 固定 将 每 一 w, 变 为 w', 则 说 这 两 组 量 互相 共 斩 . 

可 除 性 的 结论 3 在 P = K(w) 的 这 种 情形 下 还 可 以 进一步 加 强 .f(z) 与 p(z) 
只 需 有 理 地 依赖 于 wi,… ,wn; 然而 只 要 通过 乘 以 一 w1,.… ,wu 的 有 理 函 数 就 可 将 
它们 变 为 wi,… ,wn 的 整 函数 , 此 外 再 设 p(z) 为 ui,… ,un 的 本 原 函 数 , 即 不 含 仅 


QD van der Waerden B L. 近世 代数 . 卷 I 第 二 版 (1937); 卷 II, 第 一 版 (1931): 特别 参阅 第 4, 5， 
11 章 . 
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依赖 于 wi,… ,un 的 多 项 式 作为 因子 的 函数 . 显然 , 这 是 可 以 做 到 的 , 则 yp(z) 将 成 
为 以 ui,… ,un 为 变量 的 不 可 约 多 项 式 , 而 f(z) 在 多 项 式 域 Klwui,.… ,wn,z|] 中 可 
由 2%(z) 除 尽 . 这 些 都 可 由 高 斯 辅助 定理 推 得 (参见 《近世 代数 》I, 823). 

如 wi,… ,wn 为 代数 函数 ， 则 以 wi,… ,wn 与 ui,… ,un 为 自 变量 的 全 体 
有 理沙 数 作 成 一 个 域 P(wl,…: , Wn ) 一 K 必 (wu Un, CT ) Wn )， 它 的 元 素 全 都 是 
42 ,Un 的 代数 函数 , 即 一 代数 函数 域 . 进一步 还 有 下 述 传 递 性 定理 : 一 代数 函数 
域 的 代数 扩张 仍 为 一 代数 函数 域 . 如 扩张 是 由 附加 有 限 多 个 代数 函数 生成 , 则 称 之 
为 一 有 限 代 数 扩 张 . 

系数 为 P 中 元 素 的 任 一 多 项 式 f(z) 均 有 一 分 解 域 , 即 P 的 一 个 代数 扩张 域 ， 
f(z) 在 其 中 能 分 解 为 线性 因子 的 积 . 这 个 分 解 域 也 是 唯一 地 确定 到 同 构 关系 . 如 
f(z) 所 分 解 成 的 线性 因子 全 都 互 不 相同 , 则 我 们 称 f(z) 及 其 零点 为 可 分 的 . P 的 
一 个 代数 扩张 域 , 如 其 元 素 全 为 在 P 上 可 分 的 , 则 我 们 就 说 该 扩张 为 在 P 上 可 分 . 
在 本 书 中 我 们 仅 讨 论 可 分 的 扩张 域 . 如 域 P 包含 了 有 理 数 域 (特征 为 零 的 域 ) 则 P 
的 所 有 代数 扩张 域 都 是 可 分 的 . 

对 可 分 代数 扩张 域 有 下 述 本 原 元 素 定理 : 添加 有 限 个 代数 量 wi,:… ,w 可 以 
代 之 以 添加 一 个 量 : 


0 = wi 十 Q2wo2 十 … :十 Qrwyr (a2,… ,ar 在 卫 中 )， 


即 w1……,wr 可 由 0 有 理 表示 . 

如 一 可 分 代数 函数 w 与 它 的 所 有 关于 P 共 轿 的 量 都 相同 的 话 , 则 它 为 有 理 函 
数 , 即 它 也 属于 P. 因为 根 为 w 的 不 可 约 方 程 仅 有 一 个 单 根 , 因此 只 能 为 线性 方程 . 

超越 阶 ， 设 wi,… ,wm 为 一 代数 函数 域 K 或 一 般 而 言 , 为 K 扩张 域 中 的 元 
素 , 如 任 一 以 K 中 元 素 为 系数 的 多 项 式 , 只 要 有 f(wi,… ,wm) = 0 时 就 必然 恒 等 
于 零 , 则 我 们 说 此 wi,… ,wm 为 代数 无 关 . 我 们 可 以 把 代数 无 关 的 元 素 当 作 未 知 量 
来 看 符 , 因为 它们 的 代数 性 质 是 一 样 的 . 如 wi,… ,wm 不 是 代数 无 关 的 , 但 也 不 是 
全 在 K 上 的 代数 相关 , 则 我 们 必定 能 找到 这 样 一 代数 无 关 的 子 系 wii,… ,wia, 以 
便 所 有 的 wx 均 为 wn,… ,wia 的 代数 函数 . 这 些 代数 无 关 元 素 的 个 数 d 被 称 为 系 
{w1,… ,wm} 大 于 K 的 超越 阶 (transzendenzgrad) (或 维 数 )， 如 wi,… ,ww 都 是 
在 K 上 的 代数 相关 , 则 系统 {wi,… ,wm} 的 超越 阶 为 零 

在 代数 学 中 证 明了 , 超越 阶 与 代数 无 关 量 wi,… ,wia 的 选择 无 关 (参见 《 近 
世代 数 》I 864). 如 wi,… ,wm 为 01,… ,bn 的 代数 函数 , 而 反 过 来 01,… ,6。 也 是 
1,… ,wm 的 代数 函数 . 则 {wi,… ,wm} 与 {91,… ,0%} 有 相同 的 超越 阶 . 

P[z1,z2,… ,zn] 中 的 一 个 多 项 式 f(z1, z2,… , zn), 如 它 在 基本 域 P 的 每 一 扩 
张 中 都 是 不 可 约 的 , 则 我 们 称 它 为 绝对 不 可 约 . 我 们 有 下 述 定理 : 

P 的 一 个 有 限 代 数 扩张 就 足以 将 一 给 定 的 多 项 式 f 分 解 为 绝对 不 可 约 的 因子 . 
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证 明 ” 设 f 的 阶 数 小 于 c, 我 们 在 f(z,… ,zn) 中 以 1 ”来 代替 z, 则 得 


nl 


F(t) = 一 f(t,te,te | ,tt ). 
因此 f(z1,… ,zn) 中 的 任 一 项 z1'z2…zbr 对 应 F(t) 中 的 一 项 : 
fb1+b2c+.*+bnc™ 一 


因为 任 一 整数 写成 如 bi 十 bzc 十 … 十 bnc?-! 的 形式 , 当 要 求 每 一 b,, < c 时 ， 

只 能 有 一 种 , 所 以 f 中 的 不 同 项 对 应 于 FF 中 的 不 同 项 . 因此 , f 中 项 的 系数 也 就 是 
F(t) 中 的 系数 . 如 果 在 P 某 一 扩张 域 中 来 分 解 f, 那 也 就 同时 在 同一 域 中 分 解 了 
F(t). 因为 由 

f(z) = g9(z)h(z) 
有 

f(t, te, te ，…) = g(t,t°,t° ,.. )h(t, te, te ,+ ) 

或 

F(t) = G(t)H(t), 
并 且 g(z) 和 h(z) 的 系数 也 就 是 G(t) 和 H(t) 的 系数 . 然而 PP 的 一 个 有 限 扩张 就 
足以 将 F(t) 完全 分 解 为 线性 因子 , 因此 因子 G(t) 与 HQ) 的 系数 就 在 这 个 扩张 域 
中 , 从 而 g(z) 与 h(z) 的 系数 也 在 这 个 扩张 域 中 . 口 
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设 w 为 由 下 述 一 有 理 不 可 约 方程 
puU,wW) = ao(ujwg + ailujwo9g 十 … 十 ao(w) = 0. (2.2.1) 


所 定义 的 一 个 wi，… ,an 的 代数 函数 , 在 式 (2.2.1) 中 我 们 假设 “的 多 项 式 a0,… ,as 
没有 公共 因子 . 

所 谓 函数 w 在 未 定 元 4 的 某 一 特定 值 w 上 所 取 的 值 w' 是 指 方程 p(w,w) =0 
的 每 一 个 解 . 对 v 的 每 一 组 值 ww, 当 oo(u) 关 0 时 , 对 应 着 9 个 w 的 值 w', 我 们 用 
由,… ,wl9) 来 表示 , 它们 由 式 (2.2.2) 决定 : 


p(u,z) = ao(u) ] [Gz — wl”)). (2.2.2) 
1 


以 D(w) 表 方 程 (2.2.1) 的 判别 式 . 如 有 D(w) = 0, 则 在 根 wt 中 会 有 某 几 个 
是 相同 的 . D(w) 并 不 是 恒 等 于 零 的 , 对 那些 有 ao(w)D(w)=0 的 值 ww, 我 们 称 之 为 
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因而 也 就 有 
[I bt 一 ww < <9@ 
1 


如 果 左 面 所 有 的 因子 都 大 于 等 于 =, 则 该 不 等 式 就 不 能 成 立 . 因此 , 至 少 有 一 
个 因子 小 于 s, 也 即 至 少 有 一 wt 在 2 的 一 个 半径 为 < 的 圆 K， 内 ,同样 对 圆 
K2,… , Ko 来 说 也 如 此 . 但 是 点 wo) 的 个 数 和 圆 K, 的 个 数 一 样 多 , 而 且 这 些 圆 又 
互 不 相交 , 因此 每 一 个 圆 K, 中 必定 只 刚好 有 一 个 点 wt. 我 们 可 以 这 样 选择 wt”) 
的 编号 , 以 便 wt) 刚好 在 K, 中 , 这 样 w 中 就 唯一 确定 了 . 再 者 , 在 上 述 证 明 中 我 
们 还 知道 , 只 要 | 由 -ai| < 6, 则 有 |w 中 一 5 < s, 这 里 s 为 足够 小 的 数 , 因此 函 
数 wt") 在 w = a 处 为 连续 . 又 由 于 我 们 可 将 任 一 非 临 界 点 来 代替 这 里 的 a 而 有 相 
同 的 结果 , 而 V(a) 中 的 所 有 点 又 都 是 非 临界 点 , 故 函 数 w(t) 在 V(a) 内 处 处 连续 ， 
并 且 还 有 对 应 值 wb,…. ,wl9) 都 是 不 相同 的 . 

由 代数 函数 的 连续 性 也 能 极 容易 地 推 得 它 的 可 微分 性 . 由 于 所 讲 的 只 是 对 变 
量 ,2wn 的 偏 微分 , 所 以 我 们 可 限于 讨论 只 有 一 个 变量 v 的 情形 . 设 v 的 值 为 
a 时 , 函数 值 为 b, w 的 值 为 w = a 十 h 时 , 函数 值 为 w' = 65+k. 那么 有 


pla,b)=0, yp(a+i+h,b+k)=0. (2.2.3) 


我 们 必须 证 明 , 当 h 一 0 时 , 极限 lim kAh 存在 . 设 以 op 表 多 项 式 p(w,z) 对 
vu,Z 的 偏 微 商 . 

它们 分 别 为 p(w 十 h,z) 及 p(wu,z 十 h) 的 展开 式 中 hh 窘 为 一 的 那 项 前 的 系数 . 
现 将 p(w 十 hz 十 k) 只 对 h 然后 再 对 上 来 展开 , 则 我 们 有 


| put+h,zt+k)= pu, z+ k) + hopi(u, h, z+ k), (2.2.4) 
= p(u,2) + hpi(u,h,zt+k) + kp2(u,z, k), 
其 中 
Pp1(u, 0,2)= pu, 
p2(u, 2) 0) = (pz. 
现在 式 (2.2.4) 中 令 w = a,z = 。b, 则 由 式 (2.2.3) 可 推导 


0 = hypil(a,h,b+i+k) + kp2(a,b,k). 


由 于 a 不 是 临界 值 , 所 以 ps(a,5) 关 0, 因而 对 充分 小 的 大 也 有 po(a,b,k) 关 0. 因此 
可 将 p2(a,b,k) 除 以 上 式 , 再 移 项 即 得 

k pl1(a， h,b+ k) 

h pa2(a， b, k) 


QD 这 里 的 e9 原文 误 为 e". 一 一 译 者 注 
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现在 令 h 趋 于 零 , 则 由 于 函数 w' 的 连续 性 也 趋 于 零 , 因此 po(a,b,k) 趋 于 yp,(a,b)， 
pi1(a,h,b 十 k) 趋 于 yp,(a,b). 由 此 得 


dw ,kwpula,b) 


dr hnh pz(a,b) 


这 样 就 证 明了 函数 在 每 一 非 临 界 点 上 的 可 微 性 . 同时 还 证 明了 在 每 一 个 这 样 的 点 
上 微 商 的 值 为 jy 
dr ~ pel) 5) 


口 
在 我 写 的 《近世 代数 》 一 书 的 865 中 还 指出 了 , 我 们 可 以 不 依赖 于 连续 性 而 通 
过 下 式 : 
qdw pul(u, Ww) 


du pz(U,w) 
来 定义 任意 基本 域 上 的 可 分 代数 函数 的 微 商 , 并 由 此 定义 可 直接 导出 微分 的 规则 . 
由 复 变 量 的 复 值 消 数 的 可 微 性 可 导出 它 的 解析 性 . 因此 , 一 代数 函数 内 的 9g 个 
值 wt 了 ,.… ,wt9) 在 一 非 临 界 点 的 令 域 内 为 复 变 量 w 的 正则 解析 函数 . 对 多 变量 的 
代数 函数 的 值 而 言 , 在 非 临界 点 上 也 有 这 个 结果 . 
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一 个 变量 w 的 正则 解析 函数 总 可 以 展 成 具 级 数 , 因而 特别 对 82.2 中 所 述 正则 
解析 函数 的 元 素 w 中 ,… ,wl9) 在 任 一 非 临界 点 a 处 也 可 展 成 如 下 的 级 数 : 


wl?) = et) 十 ct27 十 cb)72 +:.. (T= —a), 


它 在 任 一 围绕 a 点 而 不 含 临 界 点 的 圆 内 收敛 . 

在 临界 点 情形 就 比较 复杂 一 些 . 设 a 为 w 平面 上 的 一 个 这 样 的 临界 点 .我们 
先 假定 式 (2.2.1) 中 的 头 一 个 系数 ao(w) 在 w= a 处 不 等 于 零 . 现在 vw' 平面 上 画 一 
组 通过 a 点 的 圆 Ki1, Ko, Ks, 使 每 两 个 圆 有 公共 的 区 域 , 且 每 一 圆 内 不 再 含 另 外 的 
临界 点 , 则 在 每 一 圆 内 有 9 个 正则 解析 函数 元 素 wt,… ,w(t9. 在 两 个 圆 的 公共 区 
域内 , 一 个 圆 内 的 解析 元 w,…… ,wt9) 必须 与 另 一 个 圆 内 的 解析 元 wD,:… ,w(9) 
按 某 种 顺序 次 第 互相 重合 , 现 设 我 们 自 圆 Ki 中 的 某 一 解析 元 , 如 w(t? 出 发 , 来 寻 
求 Ka 中 在 与 Ki 公共 的 区 域 中 与 wt 重合 的 解析 元 , 然后 又 这 样 过 渡 到 Ks 中 ， 
如 此 一 直下 去 直到 我 们 又 回 到 Ki 中 , 此 时 可 能 我 们 仍 得 到 w(?. 但 也 有 这 种 可 能 ， 
就 是 通过 上 述 “ 解 析 开 拓 ” 的 过 程 回 到 Kj; 时 却 得 到 男 一 个 解析 元 , 如 得 到 w(2. 在 
后 一 种 情况 下 , 如 我 们 再 进行 上 述 解析 开拓 的 过 程 , 经 过 有 限 次 巡回 后 , 必定 能 再 
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得 到 w(0. 总 之 , 在 两 种 情形 下 , 通过 有 限 次 巡回 后 我 们 必定 能 仍 回 到 wt. 如 这 样 
巡回 的 次 数 为 k, 则 我 们 必定 有 个 解析 元 wow 中,…. ,wt9, 围绕 a 点 解析 地 连接 起 
来 而 形成 一 “循环 ”. 全 部 9 个 解析 元 w 中 ,… ,w(9) 就 按 这 种 方式 分 解 为 一 定 个 数 
的 循环 [ww ,WO]; [lw *+D), ... ,We+D)]; ; [wen+D , Ww(9)]. 
在 我 们 将 解析 函数 w 在 w= a 点 的 多 值 性 的 类 型 作 了 如 此 详尽 的 描述 后 , 我 
们 再 来 通过 引入 一 个 “位 置 单 值 化 变量 ”7 = &%w 一 a 来 将 多 值 函 数 在 v = a 邻 域 
内 变 为 单 值 函 数 . 这 一 点 是 通过 下 述 思 想来 实现 : 
wv = 二 a 二 7* 是 7 的 一 个 解析 函数 , 而 每 一 个 wo) 又 在 上 述 圆 内 是 w 的 解析 函 
数 . 通过 这 两 个 解析 函数 的 复合 就 可 将 w") 看 成 为 7 的 解析 函数 . 如 果 我 们 令 扣 7 
绕 零 点 转 一 圈 , 则 w 一 a 就 会 绕 零点 转圈 ; 因而 w 也 就 绕 a 点 转圈 . 因 绕 a 所 
转 一 图 时 w(D,… ,wl*) 循环 交换 , 所 以 在 转 上 圈 的 过 程 中 必定 又 循环 回 到 目 身 , 因 
此 ww …,wto 在 r= 0 点 的 邻 域内 (该 点 本 身 暂 时 除外 ) 为 r 的 单 值 解析 函数 . 
然而 , 在 趋 近 于 + = 0 的 过 程 , 这 些 函 数 为 有 界 , 这 是 因为 一 个 代数 方程 的 根 可 用 
众所周知 的 初等 方法 通过 方程 的 系数 来 估计 . 因此 , 7 = 0 这 一 点 既 不 是 本 性 奇 点 ， 
也 不 会 是 极点 , 也 即 该 点 根本 不 是 奇 点 . 这 样 我 们 就 可 如 此 来 调整 oD,… ,wt 在 
7 = 0 点 的 值 , 以 使 这 些 函数 在 7 = 0 的 整个 邻 域内 为 解析 ,从 而 可 展 为 7 的 医 级 
数 如 下 : 
w( = od) 十 QV 十 QS)72 十 .…， 
wl2) = a 十 at2)7 十 QS)72 十 .…， 


(2.3.1) 


wa) 一 QF 十 a 十 aM)72 十 …… . 


然而 还 有 更 多 的 结果 ! 如 我 们 不 令 r 绕 0 点 绕 过 一 整 圈 , 而 只 是 它 的 分 之 一 : 
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T= re® (0<0< 笃 )， 


则 w 刚好 绕 过 一 整 圈 , 因而 ww 了 ) 变 为 w(2)，w(2) 变 为 w(3),.… ,wt) 变 为 un 中 因 
此 ,ww 中 …. ,wl*) 的 每 一 个 徊 级 数 可 由 前 一 个 得 出 , 只 要 作 以 下 代 换 就 行 : 


27%s 


Tr 7 (=e 


由 此 由 和 帘 级 数 (2.3.1) 的 结构 可 以 看 出 它们 作成 一 循环 . 

在 ao(a) = 0 的 情形 下 , 以 上 的 整个 讨论 没有 什么 本 质 的 改变 . 例如 , 我 们 可 引 
入 一 新 函数 ao(w)w 来 代替 w, 这 个 函数 的 值 对 wu = a 仍 为 有 界 . 在 此 种 情形 下 我 
们 也 常 能 得 到 一 个 罕 级 数 的 循环 , 只 不 过 这 时 可 能 要 出 现 有 限 个 + 的 负 宕 项. 

在 展开 式 (2.3.1) 中 令 r = (w 一 ao, 则 该 竺 级 数 将 成 为 w - a 的 分 数 寡 的 
级 数 , 我 们 把 它 称 为 Puiseux 级 数 , 以 已 表 之 . 将 所 有 这 些 级 数 代入 82.2 的 方程 
(2.3.2) 中 , 则 得 


Plu = a0 ) [GP) 
1 


因为 该 方程 在 点 a 的 邻 域内 对 所 有 的 w 都 成 立 , 所 以 我 们 可 在 其 中 用 定量 x 来 代 
替 w 一 a, 从 而 得 如 下 的 因子 分 解 式 : 


p(x, z) _ TI[c 一 忆 )， (2.3.2) 


其 中 书 为 x 的 分 数 究 的 级 数 , 负 守 项 为 有 限 个 . 

此 处 所 采用 的 推导 徊 级 数 展开 P, 的 函数 论 方法 是 出 自 Puiseux 之 手 , 它 也 是 
最 简单 和 最 自然 的 , 但 却 不 能 让 人 们 认识 到 , 实际 上 在 级 数 展开 中 要 处 理 的 是 纯粹 
代数 的 问题 , 同时 它 也 未 能 给 出 有 效 的 计算 知 级 数 的 方法 . 因此 , 我 们 还 要 对 代数 
函数 的 曙 级 数 展 开 给 出 一 个 纯粹 代数 的 推导 , 我 们 在 此 给 出 的 这 个 简单 的 推导 是 出 
源 于 Ostrowski, 它 对 任意 特征 为 零 的 基本 域 均 成 立 . 级 数 的 收敛 性 问题 在 此 完全 
不 加 考虑 . 从 代数 的 观点 来 看 这 是 没有 什么 必要 的 , 何况 前 述 函 数论 方法 的 研究 已 
经 证 明了 这 一 点 . 现在 就 只 是 要 形式 地 写 下 知 级 数 已 ,…… , PP, 将 它 展 为 uw 一 a 的 
分 数 守 的 级 数 并 令 其 纯粹 形式 地 满足 方程 (2.3.2) 

(2.3.2) 中 的 分 母 能 够 分 解 为 线性 因子 , 因而 它 的 倒数 有 (az + B)-: 的 形式 , 只 
要 6 尖 0, 它 就 可 展 为 zx 的 几何 级 数 : 

_1] _ 1 QZ ox? 
(az 二 DO) = 人 

所 以 式 (2.3.2) 的 左面 为 一 z 的 多 项 式 ( 它 的 系数 是 x 是 罕 级 数 ) 被 一 z 的 乘 军 来 
除 , 因而 也 即 为 具有 有 限 项 负 守 的 级 数 . 


$2.3” 单 变量 代数 函数 的 级 数 展开 . 49 . 


引 理 2.3.1(Hensel 引 理 ) 如 F(z,z) 为 一 z 的 多 项 式 : 
F(x,2) = 2" + Az 1 + + An, 
其 系数 为 x 的 整 知 级 数 : 
Ay =ao0o 十 aolZ 十 ao222 十 .| 
并 且 下 (0,z) 可 分 解 为 阶 次 分 别 为 p 与 4( 且 p+ 二 mn) 的 两 个 互 质 因子 : 
下 (0,z) = go(z2): ho(z); (go0(z), ho(z))=1, 
则 下 (z,z) 能 分 解 为 z 的 阶 次 为 p 与 9 的 两 个 因子 
F(x,2) = G(z, 2). H(z, 2), 
其 系数 同样 还 是 x 的 完全 种 级 数 , 而且 
G(0,z) = go(z), H(0,z) = ho(z). 
证 明 ”我 们 将 F(z,z) 按 z 的 升 里 来 排列 


F(x,2) = F(0,2) 十 Z 记 (2) 二 22(z) 十 ……， 
fr(2) = alk2zn ++ Qank. 

对 G(z,z) 与 H(z,z) 也 作 同 样 的 排列 

Gg) = 90(2) + zg1 (2) + 2292(2) + 

H(x,z)= ho(z) + zhi(z) + x2h2(z) +.…, 
其 中 多 项 式 g1(z), g2(z),… 的 阶 次 最 高 只 能 为 p 一 1 次 , 而 hi(z),h2(z),… 的 最 高 
只 能 为 g 一 1 次 . 作 乘积 G(x,z) :五 (x,z) 并 将 其 与 F(x,z) 相 比 较 , 则 我 们 将 得 到 
一 系列 如 下 形式 的 方程 

go(z)hxk(2) + 91(2)hr—1(2)+ :+ gk(z2)ho(z) = fr(z2) (k=1,2,.). (2.3.3) 


现在 我 们 假定 , 我 们 已 自 方程 (2.3.3) 中 头 k 一 1 个 方程 确定 了 g1,… ,gr-1 与 
hi,… ,hp_1, 则 根据 式 (2.3.3) 我 们 将 用 以 确定 g 和 hj 的 方程 如 下 : 


go(z)hx(z) + ho(z)gxr(z) = Br(2z), "(2.3.4) 


其 中 Bi(z) 为 一 阶 数 低 于 n 一 1 的 多 项 式 . 

然而 大 家 知道 , 这 个 方程 总 是 有 解 的 , 而 且 gx 与 hs 的 阶 次 最 高 不 超过 p 一 1 
与 9 一 1( 参 见 《 近 世代 数 》 卷 I, 829). 因此 我 们 可 由 方程 (2.3.3) 来 逐个 地 决定 所 有 
的 gs 和 hi, 由 此 作成 的 震级 数 G(z,z) 与 瑟 (z,z) 为 z 的 多 项 式 , 其 阶 次 分 别 为 P 
与 g, 且 在 z = 0 时 分 别 过 渡 到 go(z) 与 ho(z). 口 
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定理 2.3.1 任 一 系数 由 的 升级 数 (只 有 有 限 个 负 守 项 的 ) 所 组 成 多 项 式 . 


F(z,2) = 2? + Aiz"" + 二 A,, 
可 完全 分 解 为 线性 因子 
F(x,z2)= (z—P)(z— PP)::.(z—P,), 


其 中 忆 ,… ,Pn 均 为 吉 级 数 ,每 一 个 都 按 2 的 一 适当 分 数 圳 展开 . 


证 明 ”我 们 可 以 假设 4, = 0. 因为 不 如 此 , 我 们 只 要 引进 一 个 新 变量 z - -A 
来 代替 > 即 可 . 如 4, 不 恒 等 于 零 , 则 4, 的 展开 由 azr, av 0 一 项 开始 . 如 所 
有 的 A, = 0, 则 不 用 什么 证 明 ; 不 然 , 我 们 就 设 o 为 所 有 ps/v, 其 4,, 0, 中 最 小 


的 一 个 数 , 那么 显然 有 
ps—-vo20 (v=1,2,...,n), 
其 中 等 号 至 少 对 有 一 v 能 成 立 . 现在 我 们 以 下 式 引入 一 新 变量 ¢: 
z = C7°, 
则 我 们 的 多 项 式 就 变 为 
F(z,z)= F(z,C) = 7"° (C6" + Agr 2 .+ Anr "°). 
如 o =p/g, 其 中 9 > 0, 则 令 
€=7 9 2 一 人 9， 
则 我 们 能 将 式 (2.3.5) 右面 括号 内 的 项 写 为 
$(é,C) = C+ B26" + + Bn(é), 


其 中 
B,(é) 一 4 ®?. 


只 要 攻 级 数 B.(é) 不 为 零 , 则 它 由 下 一 项 开始 . 


QyéPr VP 一 ayé (pr 一 Za) ， 


(2.3.5) 


因此 为 € 的 一 个 完全 大 级 数 , 其 常数 项 B,(0) 至 少 对 某 一 > 不 为 零 . 因此 多 项 式 


Pp(0) = $(0,0) 三 合十 :十 ab 十 和 


82.4 消去 理论 


不 会 等 于 6", 另 一 方面 又 由 于 C"-1 的 系数 为 0, 故 p(C) 不 可 能 为 线性 因子 (C -a) 
的 n 次 贤 . 因此 , yp(C) 至 少 有 两 个 不 同 的 根 , 从 而 可 分 解 为 两 个 互 质 的 因子 : 


p(G) = go(6) : ho(¢). 


根据 Hensel 引 理 8(é,”n) 现在 就 可 分 解 为 两 个 与 go(6) 和 ho(C) 有 相同 阶 次 的 因子 ， 


其 系数 为 € 的 帘 级 数 , 因而 对 R(z, >) 来 说 也 能 这 样 . 


不 言 自明 , 我 们 能 以 与 研究 函数 w 在 w = a 的 邻 域内 的 性 质 完全 相同 的 方式 
来 研究 w 在 w= co 的 邻 域 内 的 性 质 , 只 要 这 时 用 wu-! = z 来 代替 w -a 二 xz 即 可 . 
此 时 根 w 中)… ,wm 就 应 为 按 z = wu-! 的 升 寡 展 开 的 寡 级 数 了 . 


练 习 2.3 


试 确 定 下 述 多 项 式 


F(u,z)=2 ut 


的 根 在 w = 0 的 邻 域内 的 究 级 数 展开 的 起 始 项 . 


82.4 消去 理论 


在 以 后 我 们 需 用 到 消去 理论 中 的 若干 定理 , 所 以 在 此 我 们 把 它们 扼要 地 综述 一 


f (7)= a0r" 十 alZn 十 十 an 


g(Z) 一 pozm + biz™ i+ bm 


下 . 
结 式 . 两 具有 不 定 系数 的 多 项 式 
有 一 结 式 
CO Ql 
CQ0 
bo bh 
bo 
具有 如 下 性 质 : 


(1) 对 取 定 的 oj 和 bj, R = 0 的 充分 且 必 要 条 件 为 : 或 者 oo = bo = 0, 或 者 


f(z) 与 g(z) 有 一 公共 因子 yp(z). 


Ql 


bo 


Qn, 


bi 


Qn 


Qn, 


om 
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(2) R 的 每 一 项 中 系数 aj 的 备 次 为 m, 系数 bs 的 震 次 为 n, 其 权 ( 即 因子 a 
与 bn 的 指数 和 ) 为 mn 
(3) 下 述 形式 的 等 式 成 立 


R= Af(z) + Bgl(z), 


其 中 4 与 B 为 aj,bk,z 的 多 项 式 , 4 作为 z 的 多 项 式 阶 次 不 超过 m 一 1, B 不 超 
过 nl1. 
下 述 关系 式 


nN 


R= ag ] 9(é,) 一 -De8TIX (Mp) 


1 


=agbs [TGé, -7 
1 1 
对 两 个 以 zi 与 zz 为 变量 的 齐 次 式 : 


F(z) = aor? 十 al17] ly 二 + 十 anZ8， 
G(x)= borT + bizT 72 十 十 DZ 区 


其 结 式 仍 指 上 述 行列 式 R. 这 个 结 式 为 零 的 充分 且 必 要 条 件 为 F(z) 与 G(x) 有 一 
公共 因子 . 由 行列 式 的 形式 容易 看 出 , 如 将 齐 次 式 中 的 zi 与 x2 的 地 位 对 换 , 则 其 
结 式 将 乘 以 (一 1)"™” 

一 组 多 项 式 结 式 组 . 设 (7),… , 方 (z) 为 阶 次 < n 的 多 项 式 ; 其 不 定 系数 为 
al ,ew, 则 有 一 组 以 系数 a1,:… ,eu 为 变量 的 结 式 Ri1,… , Rs, 它们 具有 以 下 的 
性 质 . 

(1) 对 取 定 一 组 值 的 a1,… ,es，R1i,… , Rs 为 零 的 充分 而 必要 条 件 为 : 或 者 
及,… ,fr 有 一 公共 因子 , 或 者 所 有 这 些 多 项 式 的 首 项 系数 均 为 零 . 

(2) 所 有 Ri,:… , Rs 在 每 一 多 项 式 中 的 系数 的 次 数 均 相 同 , 所 有 的 权 也 均 相 同 . 

(3) 下 述 形式 的 恒等式 成 立 : 


R; = >》， 4 大 (Z) 


其 中 4 关 为 a1,:… ,es 与 zz 的 多 项 式 . 

一 组 齐 次 式 的 结 式 组 . 设 所,… ,fi 为 zo0,71,… ,zn 的 齐 次 式 , 不 定 系数 为 
al,"… ,Qw, 则 有 一 组 形式 Ri1,… , Rs, 具有 如 下 的 性 质 : 

(1) 对 取 一 组 特殊 值 的 a1,…,e,， Ri,…, 民 Rs 为 零 的 充分 且 必 要 条 件 为 : fi,…， 
广 在 一 适当 的 扩张 域 中 有 一 非 平凡 和 解 , 即 异 于 (0,0,… ,0) 的 共同 零点 . 
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(2) 所 有 Ri,… ,Rs 对 每 一 形式 方 …… , 方 的 系数 均 为 齐 次 . 
(3) 下 述 恒等式 成 立 : 
rR; = 2 Ayjk fk, 

其 中 hyjx 为 a1,… ,ew, zo0,… ,zn 的 形式 . 

求 多 项 式 或 形式 所,… ,上 访 的 结 式 组 并 使 之 为 零 的 运算 也 称 为 自 方程 fi = 
0,…, f= 二 0 中 消去 z 或 z0,… ,zn 的 运算 . 

如 方程 及 ,… , 为 多 个 变 元 组 的 齐 次 方程 , 则 消去 一 组 变量 所 得 到 的 结 式 组 
对 男 一 组 变量 来 说 为 齐 次 的 . 所 以 , 消去 的 运算 可 以 逐步 进行 下 去 . 对 于 多 组 变 元 
的 齐 次 式 来 说 , 也 有 一 结 式 组 , 其 性 质 完全 与 1,2, 3 相同 . 上 述 结论 的 证 明 参 见 《 近 
世代 数 》 卷 工 第 11 章 . 


第 3 章 ”平面 代数 曲线 


在 本 章 中 z,y, z,w 表示 未 定量 , 而 nm, 6,…… 表示 复数 . 以 后 引入 的 与 w 则 为 
一 个 未 定量 v 的 函数 . 


83.1 平面 上 的 代数 流 形 
设 已 给 一 齐 次 方程 组 
fu(n,m,n2)=0 (v=1,2,.… ,7). (3.1.1) 


我 们 把 平面 上 由 所 有 满足 方程 组 (3.1.1) 的 点 所 组 成 的 集合 称 为 一 代数 流 形 . 由 满 
足 单个 齐 次 方程 的 点 所 组 成 的 集合 则 称 为 一 代数 曲线 . 

我 们 要 来 证 明 : 平面 上 的 任 一 代数 流 形 均 是 由 一 代数 曲线 加 上 有 限 个 孤立 的 
所 组 成 . 为 此 我 们 作 多 项 式 f(yo, yi,y2) 的 最 大 公 因 子 g(y) 并 令 


从 而 (3.1.1) 的 解 就 是 由 曲线 
g(7)=0 (3.1.2) 
上 的 点 和 方程 组 
h(n)=0 (v=1,2,:.….,7) (3.1.3) 
的 解 共同 组 成 .此 时 诸多 项 式 h,(y) 的 最 大 公 因 子 为 1. 如 将 它们 看 成 为 ys 的 多 
项 式 , 其 系数 为 yo 及 yl 的 有 理 函 数 , 则 可 知 最 大 公 因 子 可 表 为 这 些 多 项 式 的 线性 
组 合 : 
1 = a1(y2)hi(y) + + ar(y2)hr(y). 
所 有 的 av(y%) 对 变量 y 而 言 为 完全 有 理 ( 即 整 函数 ), 对 yo 及 1 言 为 有 理 函 数 . 
将 所 有 的 au(y2) 乘 以 它们 的 公分 母 b(yo,y1) 使 之 对 yo 与 yi 言 也 为 完全 有 理 , 则 
得 
b(yo,Yy1) = bi1(Vhi(Y) + + br(y hr(y). (3.1.4) 
各 b(yo, 1) 对 yo,yi 言 非 齐 次 , 则 我 们 将 b(yo,y1) 中 某 确定 阶 次 的 各 个 项 取出 , 它 
们 形成 一 非 零 的 齐 次 多 项 式 c(yo,y1). 并 在 式 (3.1.4) 的 右边 将 所 有 相同 阶 次 的 项 
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也 取出 , 则 由 此 得 


c(yo,Yy1) = ci1(Y)hi(Y) + + cr (Yhr(Y). (3.1.5) 


由 式 (3.1.5) 推 知 , 方程 组 (3.1.3) 的 所 有 解 同 时 也 是 
c(mo, 1) 一 0 


的 解 . 但 这 些 齐 次 方程 只 能 确定 有 限 个 比值 mo : m1, 同 理 可 求 得 比值 由 : Ia 以 及 
72 : no 的 有 限 个 值 . 从 而 方程 组 (3.1.3) 只 能 有 有 限 个 解 mo : m1 : m2. 这 些 解 与 曲线 
(3.1.2) 的 点 共同 组 成 原始 方程 组 (3.1.1) 的 全 部 解 . 

如 进一步 将 多 项 式 g(y) 分 解 为 不 可 约 的 因子 : 


g(y) = 91(Y)*…* 9s(Y), 
则 曲线 (3.1.2) 也 自然 分 解 为 不 可 约 曲线 , 即 由 下 述 不 可 约 形式 定义 的 曲线 : 
91(7) = 0, 由 gs(7T) 一 0. 


由 此 任 一 代数 流 形 (3.1.1) 均 分 解 为 有 限 个 不 可 约 曲线 和 有 限 个 孤立 点 目 然 可 能 
只 有 曲线 或 只 有 孤立 点 ; 也 可 能 有 这 样 的 情形 , 其 时 方程 组 (3.1.1) 无 解 . 最 后 , 如 
方程 组 (3.1.1) 中 的 所 有 fj 均 恒 等 于 零 , 则 它 所 定义 的 流 形 为 全 平面 . 

一 条 曲线 g(m) = 0 包含 有 无 限 多 个 点 , 则 当 mo 确实 在 多 项 式 g(m) 中 出 现时 ， 
方程 


9(7) = ao(mo, mn + ono mM 十 … 十 am(7o71) 一 0 


对 每 一 组 保持 Q0(770;771 ) zz 0 的 比值 70 : 71 至 少 能 定 出 72 的 一 个 值 (至 多 为 mm 个 
值 ). 

当 不 可 约 曲 线 g(7) = 0 上 的 所 有 点 或 几乎 所 有 的 点 ( 即 全 部 除去 有 限 个 外 ) 均 
为 曲线 f(n) = 0 上 的 点 时 , 形式 f(y) 可 被 形式 g(y) 除 尽 . 因为 否则 f(y) 与 g(y) 
为 互 质 , 那么 就 会 如 上 所 推导 的 那样 , 方程 f() = 0 与 g(m) = 0 只 能 有 有 限 个 共同 
解 . 

上 述 定理 对 空间 S, 中 的 超 曲 面 也 能 成 立 (5 可 以 是 仿 射 空间 , 也 可 以 是 多 重 
射影 空间 ). 

Study 引 理 出 设 f 与 9 为,… ,yn 的 多 项 式 , 如 不 可 约 方程 g(7) =0 的 
全 部 (或 几乎 全 部 ) 解 也 满足 方程 f(m) = 0, 则 多 项 式 f(y) 可 由 g(y) 除 尽 . 


Q@ Study 引 理 是 Hilbert 零点 定理 的 一 个 特例 (《 近 世代 数 》 卷 II, 第 11 章 ). 
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证 明 ”假如 f(y) 与 g(y) 为 互 质 , 则 (假设 如 确 在 g(y) 中 出 现 )f(y) 与 g(y) 
的 结 式 R(yi1,:… ,yn_1) 不 会 恒 等 于 零 , 而 且 会 有 


R(y) = a(y)f(y) + b(y)g(y). (3.1.6) 


现在 这 样 来 选择 m1,… ,mm_1 使 得 R(m,… ,mm-1) 关 0 而且 g(y) 中 yi 的 最 高 次 圭 
的 系数 在 yi = 1,… ,yn-1 = mn_1 时 也 不 为 零 , 则 我 们 可 由 方程 g(y1,… ,mn) =0 
来 决定 mm. 而 且 对 所 有 (或 几乎 所 有 ) 的 这 种 1,… ,mm_1, mm 也 有 f(m) = 0, 方程 
(3.1.6) 的 右边 也 就 为 零 , 但 左边 都 不 为 零 , 这 就 产生 了 矛盾 . 口 
推论 3.1.1 如 方程 f(m) = 0 及 g(n) =0 描述 同一 超 曲 面 , 则 形式 f(y) 与 
9(y) 必定 由 相同 的 不 可 约 因子 构成 , 当然 每 个 因子 的 指数 可 能 不 一 样 . 
因为 根据 Study 引 理 f(y) 的 每 一 个 不 可 约 因子 也 必定 在 g(y) 中 出 现 , 反之 亦 


83.2 ”曲线 的 阶 . Bezout 定理 
设 g1,… ,gs 是 以 yo 为 自 变 量 的 不 同 的 不 可 约 形式 , 则 方程 
91(m)" g2(7)® .gs(n)Y =0 
所 定义 的 平面 曲线 与 下 述 方程 所 定义 的 相同 : 
91(7)g2(7)... gs(7) = 0. 


根据 这 一 点 我 们 可 令 一 平面 曲线 的 方程 恒 不 含 多 重 因 子 . 如 果 情 况 是 这 样 , 则 
我 们 把 形式 g = g1 : gs . … .gs 的 阶 次 n 称 为 曲线 g = 0 的 阶 次 呈 . 
阶 次 也 有 其 几何 意义 . 设 我 们 令 一 直线 与 曲线 相交 , 即 设 我 们 将 下 述 参 数 式 : 


7 一 和 ID 十 和 29 


代入 曲线 方程 9(m) = 0 中 , 则 我 们 将 显然 获得 一 决定 比值 Xi : Xa 的 n 次 方程 , 如 
这 个 方程 不 恒 等 于 零 (否则 就 有 直线 上 的 点 全 部 都 在 曲线 上 ), 则 该 直线 与 曲线 的 
交 扩 至 多 只 有 n 个 . 由 Study 引 理 推 知 , 在 将 参数 式 代入 后 为 恒 等 于 零 的 情形 下 ， 
该 直线 方程 为 曲线 方程 的 一 个 因子 . 

在 83.3 中 我 们 将 会 看 到 , 总 有 这 样 的 直线 存在 , 它 确 与 曲线 有 mn 个 不 同 的 交 
瓜 . 因此 , 曲线 的 阶 次 n 就 是 它 与 不 包含 在 它 自身 中 的 直线 相交 点 的 最 大 个 数 . 


GD 有 时 也 把 具有 重 因子 的 多 项 式 f 的 阶 次 称 为 曲线 f = 0 的 阶 次 ,曲线 的 不 可 约 部 分 此 时 也 应 多 重 
计 入 . 


83.2 ”曲线 的 阶 . Bezout 定理 . 57. 


两 条 平面 曲线 f(n) = 0 与 g(m) = 0 的 交点 个 数 的 问题 是 一 个 极其 重要 的 问题 . 
假如 形式 f(y) 与 go(y) 为 互 质 , 则 由 83.1 知 交 点 9,… ,mo 的 个 数 无 论 为 何 仅 为 
有 限 , 而 Bezout 定理 就 是 说 , 可 给 与 这 些 交 点 以 如 此 的 ( 正 整数 的 ) 重 数 , 使 得 所 
”有 这 些 重 数 的 和 为 形式 / 与 9 的 阶 次 的 乘积 : mn. 

为 了 代数 地 理解 交点 并 定义 其 重 数 , 首先 我 们 来 考虑 两 个 未 定点 p 与 g 及 其 
连 线 的 参数 表示 式 : 


7 = Aop 十 Al19. (3.2.1) 
将 式 (3.2.1) 代入 曲线 方程 中 , 则 我 们 得 到 和 ho 与 Xi 的 两 个 次 数 分 别 为 mm 与 m 


的 形式 , 其 结 式 R(p,g) 仅 与 p 和 dg 有 关 . R(p,gq) 为 零 的 充分 且 必 要 条 件 是 : 联 线 
pa, 包含 有 两 曲线 的 交点 . 设 交点 为 (WW ,n,m ), 则 下 述 行列 式 为 零 : 


20 p1 p2 
(pqn'”’) = d0 qd1 d2 |， 
mb nm mK 


根据 Study 引 理 的 推论 (83.1) 可 得 出 , 构成 R(p, gq) 的 不 可 约 因子 与 下 述 乘 积 
h 


] ce) 


2 一 工 


中 的 不 可 约 因子 相同 , 从 而 有 
h 
=cll (pqn™))™ (3.2.2) 


其 中 c 与 p 和 g 无 关 且 闫 0. 现在 我 们 定义 : o 为 f=0 与 g=0 的 交点 mo) 的 
重 数 . 
Bezout 定理 就 是 说 , 全 部 交点 的 重 数 之 和 等 于 m:n: 
> oy 一 71 也. (3.2.3) 
为 了 证 明 它 我 们 需要 确定 R(p,gq) 中 对 p 的 阶 次 . 令 


f(n) = (MXop 十 Xig) = aoMT + a N+ am\y, 
g(n) = g(Mop+ Mg) = boM? + biA 和 ? Xo 十 … 十 bn》X8， 


则 上 述 每 一 个 a 和 bx 均 为 p 的 上 次 齐 次 式 . 由 于 根据 82.4 结 式 R(p,g) 的 权 为 
mn, 所 以 它 是 p 的 齐 次 式 , 阶 为 m:n, 由 此 考虑 到 式 (3.2.2) 即 得 出 结论 (3.2.3). 
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重 数 ov 对 射影 变换 言 为 不 变量 . 这 是 因为 射影 变换 对 点 由 p, gm0D,，…… ,mn 
的 变换 作用 是 相同 的 , 故 在 射影 变换 下 行列 式 (p,q,7() 除去 可 能 乘 一 常数 因子 外 
是 不 变 的 , 而 结 式 原本 就 是 以 不 变 的 方式 构成 的 . 

有 一 系列 对 重 数 cv 进行 有 效 估 值 的 方法 , 它们 可 通过 特殊 化 手续 由 式 (3.2.2) 
推出 . 首先 我 们 令 Xo = LA = 和 ,p = (1,w,0),g = (0,w,1), 从 而 根据 式 (3.2.1) 有 


70 二 1, 

71 一 4 十 入 V) 

72 一 入 ; 
因而 有 R(p,q) = N(w,v), N(wv) 为 Fu+ToA 与 g(1,w 十 vA 和 和) 对 入 的 结 式 ， 
同时 根据 式 (3.2.2) 有 


h 
N(u,v)=c TE Cn” 一 nm 十 vn))o,. (3.2.4) 
7 一 工 


我 们 把 N(w,v) 称 为 Netto 预 解 式 . 由 它 的 因子 分 解 式 可 直接 算出 重 数 o,. 如 我 们 
把 特殊 化 进一步 贯彻 下 去 , 即 令 v = 0, 则 可 得 f(1,w,z) 与 g(1,w,z) 对 z 的 结 式 : 


h 
R(w) = cI [un = 70)™. (3.2.5) 


用 式 (3.2.5) 来 定 cv 需要 假设 不 存在 两 个 交点 ,me) 含有 同一 比值 po : m1. 

式 (3.2.4) 和 式 (3.2.5) 看 起 来 很 简单 , 可 是 以 它们 为 基础 来 实际 计算 重 数 还 是 
不 容易 的 , 首先 是 因为 结 式 是 一 个 很 大 的 行列 式 , 其 次 是 因为 在 它 里 面 是 把 整个 曲 
线 方程 /= 0 与 9 = 0 代入 的 , 而 相交 重 数 实际 上 只 与 曲线 在 交点 的 邻 域内 的 性 质 
有 关 . 为 了 把 这 些 表 达 出 来 . 只 有 用 代数 函数 的 Puiseux 级 数 展开 才 有 可 能 . 我 们 
将 在 83.5 中 再 回 到 这 个 问题 上 来 . 


练 习 3.2 


1. 试 证 : 一 直线 与 一 曲线 的 交点 的 重 数 与 下 述 方程 的 根 的 重 数 相同 ， 该 方程 是 由 从 直线 方 
程 中 解 出 一 个 坐标 并 将 它 代入 曲线 方程 后 所 得 到 的 . 
2. 如 方程 /=0 与 9=0 按 7 的 赛 次 排列 为 


?7 一 2 


Qn m+ oan 272 十 … 一 0， 
70 n+ bo70 272 十 一 0， 


则 交点 (1, 0, 0) 的 重 数 等 于 或 大 于 1, 视 a1b2 - azbi 关 0 还 是 = 0 而 定 . 试 证 之 . 


83.3 ”直线 与 超 曲面 的 交点 : 极 系 .59. 


83.3 ”直线 与 超 曲面 的 交 扩 : 极 系 


一 直线 与 一 m 阶 平面 曲线 , 或 更 一 般 与 空间 Sn 中 一 超 曲面 的 交 氮 按 稍 规 来 
计算 就 是 将 直线 的 参数 表示 式 : 


7 二 入 17 十 和 25 
代入 超 曲 面 方程 f(m) = 0 中 . 由 此 我 们 得 
f(Ar+ M2s) = ATfo+ A Nf + + A fn = 0. (3.3.1) 


此 处 fo = f(7) 为 7 的 m 阶 齐 次 式 , fn = f(s) 为 的 m 阶 齐 次 式 ,而 fr(0<kgm) 
对 7 来 说 为 m 一 k 次 齐 次 式 , 对 s 来 说 为 次 齐 次 式 . 表达 式 有 0, i,… ,fn 称 为 
形式 f 的 极 系 (polaren), 作出 它们 的 规则 为 下 : 将 式 (3.3.1) 的 左边 对 A2 作 Taylor 
帘 级 数 展开 , 我 们 即 可 发 现 有 


fo 一 f(7), 
= 5 sOf(r), 


k 
f2 = 15 2 sxst8raiyf 


其 中 6 为 f(x) 对 zx 的 偏 导 数 , 在 方程 fi = 0, 户 = 0,… 中 把 s 看 成 为 固定 , 7 
看 成 为 变量 , 则 它们 表 一 系列 的 超 曲 面 , 这 些 曲 面 也 称 之 为 极 系 , 甚至 把 fi =0 称 
为 点 s 的 第 一 极 系 , 户 = 0 为 第 二 极 系 , 等 等 . 如 7r 固定, s 为 变量 , 则 方 =0 为 
点 的 第 (m - 1) 极 系 , 户 = 0 为 第 m 一 2 极 系 , 等 等 . 

在 平面 曲线 的 情形 下 , 式 (3.3.1) 的 根 的 重 数 与 83.2 所 定义 的 直线 与 曲线 交点 
的 重 数 相同 . 

证 明 ”$83.2 中 所 定义 的 结 式 R(p, gq) 此 时 为 一 Xo,Ai 的 线性 形式 与 一 m 次 形 
式 的 结 式 ; 计算 它 就 只 要 将 线性 形式 的 一 个 根 代 入 mm 次 形式 即 可 . 线性 形式 的 根 
为 直线 56 与 直线 73 的 交点 ; 该 交点 用 练习 1.10 题 2 的 记号 来 表示 为 


t = (pqr)s — (pqs)”, 
将 它 代 入 f(t) 中 , 则 得 所 求 的 结 式 


R(p,q) = f((pqr)s — (pas)7r). 
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因此 , 它 等 于 当 Ai = 一 (pqs), 和 2 = (pqr) 时 的 形式 f(Air + Xas)， 如 由 此 将 形式 
f(Ai7 二 Xas) 分 解 为 重 数 为 ox 的 线性 因子 , 则 R(p, gq) 也 分 解 为 重 数 相同 的 线性 因 
子 , 而 这 就 是 所 要 证 明 的 . 口 
现在 我 们 来 谈 这 些 重 数 的 实际 计算 . 当 方 程 (3.3.1) 的 右边 能 被 大 除 尽 , 因而 

也 即 当 有 
fo=0, fi=s0, :1…:, fi-1=0 (3.3.2) 


时 , 根 2 = 0 是 重 的 , 由 此 得 , 直线 g 与 超 曲 面 f = 0 的 交点 7, 在 当 此 直线 上 
任 一 第 二 个 点 s 满足 方程 组 (3.3.2) 时 , 为 一 有 重 交 点 . 这 一 方程 组 中 的 第 一 个 只 
是 说 , 皮 7 在 超 曲面 f = 0 上 , 其 余 的 顺 次 为 s 的 一 次 , 二 次 , …,k 一 1 次 方程 . 
如 方程 (3.3.2) 对 s 恒 成 立 , 因而 也 即 每 一 条 通过 ” 的 直线 与 曲线 在 7 点 至 少 
k 重 相 交 (因而 不 必 刚 好 为 & 重 ), 则 称 x 为 超 曲 面 的 重点 . 例如 , 根据 这 一 称呼 
法 每 一 多 重点 也 是 一 双重 点 . 
通过 超 曲面 上 一 + 重点 的 直线 , 如 它 与 超 曲面 相交 的 重 数 大 于 k, 则 称 为 在 超 
曲面 在 x 处 的 二 条 切线 . 设 9 为 这 样 的 一 条 切线 , 则 对 g 上 的 每 一 点 s 除了 方程 
(3.3.2) 能 成 立 外 , 还 有 
fr =0. (3.3.3) 


因此 ,7 处 的 切线 形成 一 超 锥 面 , 其 方程 由 (3.3.3) 给 出 . 方程 为 k 阶 的 , 因而 锥 面 最 
高 为 阶 . 在 平面 曲线 的 情形 下 , 此 锥 面 最 多 能 分 解 为 k 条 通过 + 的 直线 . 因此 ， 
在 一 平面 的 上 重点 上 至 多 只 有 此 条 切线 . 

在 7 为 超 曲面 的 简单 点 的 情形 下 , 方程 (3.3.3) 描述 一 平面 , 其 方程 为 


>》 skBkj(r)=0 


因此 , 通过 一 超 曲面 的 简单 点 的 全 部 切线 都 在 一 超 平面 内 ， 其 系数 由 式 (3.3.4) 给 
出 : 
uk = Ogf (7). (3.3.4) 
这 个 平面 称 为 切 超 平面 . 在 超 曲 面 为 平面 曲线 的 情形 时 , 在 简单 点 上 有 一 唯一 的 由 
(3.3.4) 给 出 的 切线 w. 
现在 我 们 要 问 , 由 超 曲 面 外 的 一 点 s 向 超 曲 面 f = 0 作 切 线 能 有 几 条 ? 设 > 为 
这 样 一 条 切线 与 超 曲 面 的 切 点 , 则 它们 必须 满足 下 述 方程 : 


fo=0， 有 n=0. (3.3.5) 


它们 分 别 为 > 的 m 阶 和 m 一 1 阶 的 方程 , 不 仅 当 7 为 切线 的 切 点 时 能 满足 它们 ， 
而 且 当 7 为 超 曲面 的 多 重点 时 也 能 满足 它们 . 为 了 对 它们 做 更 进一步 的 研究 , 我 们 


§3.4 ”曲线 的 有 理 变 换 . 对 偶 曲 线 61. 


设想 所 给 定 的 点 s 在 点 (0,0,… ,1) 处 . 方程 (3.3.5) 此 时 就 成 为 
f(r)=0, Onf(7)=0. (3.3.6) 


当 形 式 f(x) 没有 多 重 因子 时 , 则 我 们 知道 f(x) 和 它 的 对 zn 的 导数 没有 公共 因子 . 
在 平面 曲线 的 情形 下 , 由 方程 (3.3.6) 所 代表 的 两 条 曲线 间 的 交点 为 有 限 多 个 , 即 最 
多 为 m(m 一 1) 个 , 因此 由 一 点 s 出 发 对 一 m 阶 的 平面 曲线 至 多 只 能 作 m(m 一 1) 
条 切线 . 它们 与 曲线 相 切 的 切 点 以 及 曲线 的 二 重点 为 曲线 与 点 s 的 第 一 极 系 的 交 
点 . 特别 可 由 此 推 得 , 一 平面 代数 曲线 只 能 有 有 限 多 个 双重 点 . 

由 点 (0,0,:… ,1) 作 超 曲面 f = 0 所 作 的 切线 的 方程 可 由 做 式 (3.3.6) 中 的 两 个 
方程 对 rn 的 结 式 来 获得 . 我 们 由 此 得 一 阶 次 为 m(m 一 1) 的 超 锥 面 R(ro,… ,rn-1); 
其 顶点 在 s = (0,0,… ,1) 处 . 此 锥 面 的 母线 为 切线 , 或 通过 超 曲 面 多 重点 的 直线 . 
其 余 一 切 通过 s 点 的 直线 均 与 超 曲面 相交 于 mm 个 不 同 的 反 . 


练 习 3.3 


1. 点 7 的 相对 于 同一 点 的 第 ! 极 系 而 言 的 第 极 系 为 7 的 第 (k 十 1) 极 系 . 

2. 7 的 相对 于 点 g 的 第 1 极 系 而 言 的 第 极 系 同时 也 是 g 点 相对 于 7 的 第 极 系 而 言 的 
第 1 极 系 . , 

3. 如 f(s) = > >, : +) ail8i* + 8) 则 点 7 的 逐次 极 系 由 


i 一 Mm “1 Qij:..17Ti87 31 


fo 一 m(m 一 1 ) > 9 > Qijk:-.£817TiTj Sk 3 
等 给 出 , 试 与 二 次 曲面 的 配 极 理论 相 比 较 . 
4. 坐标 原点 (1, 0, 0) 当 且 仅 当 在 多 项 式 f 中 没有 妇 及 y2 的 阶 次 小 于 的 项 时 , 才 是 曲 
线 f=0 的 上 重点 . 


83.4 ”曲线 的 有 理 变 换 . 对 偶 曲 线 


如 对 曲线 上 的 每 一 点 9( 除 有 限 个 极点 外 ) 均 有 平面 上 的 唯一 确定 的 点 < 与 之 
对 应 且 此 对 应 点 < 的 坐标 比值 为 点 7 的 坐标 比 的 有 理 函 数 : 


1_ 史 
p(s), 
2_ ,ne 
C0 v (2 )， 


则 我 们 就 此 对 应 关系 为 此 不 可 约 曲 线 f = 0 的 一 有 理 变换 . 


(3.4.1) 
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将 函数 p 及 光 表 为 两 个 整 函数 的 比 , 使 它们 有 共同 的 分 母 , 并 将 分 子 和 分 母 
同 乘 以 一 mo 的 适当 的 寡 次 , 则 由 式 (3.4.1) 有 


C1 _ 91(mo, M1, m2) 
Co go(mo, m,n2) 
C2 _ g2(mo, m1, 72) 
Co go(mo, m1,72) 


也 即 是 
C0 : C1 : C2 = go0(7) : 91(7) : 92(7). (3.4.2) 


诸 g; 为 阶 次 相同 的 形式 , 它们 不 能 全 被 形式 f 除 尽 , 因为 否则 比例 式 (3.4.2) 就 将 
成 为 不 定 . 然而 , 在 f = 0 上 却 可 能 有 有 限 个 这 样 的 点 7. 对 它们 有 go()) = g1(n) = 
g2(7) = 0; 这 样 点 的 像 点 ¢ 是 不 定 的 . 

定理 3.4.1 在 不 可 约 曲线 有 ==0 的 一 有 理 变换 (3.4.2) 之 下 , 其 所 有 像 点 C 均 
在 一 不 可 约 曲 线 有 = 二 0 上 . 如 点 C 不 是 一 个 定点 , 则 该 曲线 是 唯一 确定 的 . 

为 了 证 明 , 我 们 首先 引入 不 可 约 曲线 f = 0 的 一 般 点 的 概念 . 设 v 为 一 未 知 
量 , w 为 一 由 方程 f(1,w,w) = 0 所 决定 的 v 的 代数 函数 . 那么 我 们 称 (&0,&1,é&2) = 
(1,4,w) 为 曲线 的 一 个 一 般 点 . 按 第 一 章 的 意义 来 理解 , 和 根本 不 是 一 个 点 , 因为 坐 
标 & 不 是 一 个 复数 , 而 是 代数 函数 , 但 是 我 仍然 能 将 & 当 作 一 个 点 来 看 待 , 它 的 坐 
标 为 一 代数 体 中 的 元 素 , 因而 也 可 用 代数 规则 来 计算 . 

一 般 点 有 以 下 的 性 质 ， 当 一 常 系数 的 齐 次 方程 g(t0,&1,&2) 能 为 一 般 点 & 所 满 
足 时 , 则 形式 g(xo0, X21,72) 可 由 f(xo,Xi,7X2) 除 尽 从 而 方程 g(m0,m1,7m2) 对 曲线 上 的 
所 有 点 7 均 能 成 立 . 因为 根据 82.1 由 g(1,ww,w) = 0 推 得 g(1,w,z) 可 由 f(1,w,9) 
除 尽 : 

g(1,v, 2) = f(1,u, 2)q(1,u, 2) 


使 此 方程 为 齐 次 ， 则 就 可 得 出 g(xo, T1, XT2) 可 由 f (xo, 1, 7Z2) 除 尽 的 结论 . 
有 理 变换 (3.4.2) 使 对 应 于 一 般 点 £ 的 点 为 C(*, 其 坐标 为 


* _ 91(€) _ 91(1,v,w) 
go0(é) goll1, wu,w) 
* _ 92(€) _ g92(1,u,w) 
golé) goll,w,w) 
4f 与 人 3 为 4 的 代数 函数 , 因而 不 论 导 , 3 的 超越 性 阶 次 最 高 只 能 为 1. 由 此 有 两 
种 可 能 性 : 或 者 性, 性 二 者 均 为 常数 体 K 上 的 代数 函数 , 从 而 , 由 于 天 的 代数 封 
闭 性 , 也 为 K 中 的 常数 ; 或 者 这 两 个 量 中 的 一 个 , 譬如 c+ 为 超越 函数 , 而 另 一 个 如 
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则 为 C3 的 代数 函数 . 在 后 一 情形 中 就 有 一 唯一 不 可 约 方程 &G 全 ) = 0, 或 化 为 齐 
次 方程 则 为 

ho ,ci 62) = 0. 
根据 6* 的 意义 , 上 式 也 即 


h(go(é),91(é€), 92(&)) = 0. (3.4.3) 


方程 式 (3.4.3) 对 一 般 点 《 能 成 立 , 因而 对 曲线 f = 0 上 的 每 一 个 点 也 能 成 立 . 因 
此 , 如 由 式 (3.4.2) 所 定 出 , 则 下 述 方程 恒 能 成 立 : 


h(ko, C1) C2) = (0. 


定理 3.4.1 由 此 得 证 . 口 

定理 3.4.1 如 加 以 小 的 改变 , 对 s。 中超 曲面 的 有 理 变换 也 能 成 立 ， 同样 , 此 
时 也 有 一 个 一 般 点 (1, wi,… ,wn-_1,w), 它 的 像 点 (1 , 尺 ) 的 超越 阶 次 最 高 为 
n 一 1， 因 此, 至少 有 一 不 可 约 方程 h(C*,.… ,C*) = 0, 因而 也 就 至 少 有 一 超 曲 面 
h(Co,… ,Cn) = 0, 所 有 的 像 点 均 在 其 上 . 在 超越 阶 次 为 n 一 1 时, 这 样 的 不 可 约 超 
曲面 刚好 只 有 一 个 , 但 是 超越 阶 次 的 数值 从 0 到 n 一 1 都 是 可 能 的 . 

下 面 是 曲线 的 有 理 变 换 的 一 个 重要 的 例子 : 对 曲线 上 的 每 一 点 7 令 曲 线 的 切 
线 v 与 之 对 应 并 把 wo,vi,va 当 作 第 二 个 平面 , 即 对 偶 平 面 上 的 一 个 点 的 坐标 来 看 
待 . 这 个 变换 的 方程 根据 $3.2 为 


vo : v1 : v2 = O0f (7) : Of(n) : Of (nm). 


此 变换 只 有 在 二 重点 总 数 有 限时 是 不 定 的 . 上 述 v 的 比值 只 有 当 定 常 直 线 v 包含 
所 有 的 曲线 点 9 时 才 为 常量 , 因而 也 只 有 曲线 为 直线 是 此 比 才 为 常量 . 在 所 有 其 余 
的 情形 下 , 在 对 偶 平 面 上 的 像 点 v 根据 定理 3.4.1 在 一 唯一 不 可 约 曲 线 一 一 对 偶 
曲线 h(v)=0 上 . 

原始 曲线 的 简单 点 上 的 切线 相当 于 对 偶 曲 线 上 的 点 . 但 我 们 将 看 到 , 反之 , 对 
偶 曲 线 上 的 切线 相当 于 原始 曲线 的 点 , 即 我 们 有 如 下 定理 . 

定理 3.4.2 对偶 曲线 的 对 偶 曲 线 为 原始 曲线 . 如 在 1) 处 的 切线 对 应 于 对 偶 曲 
线 上 的 点 v, 则 在 vv 处 的 切线 对 应 于 点 7. 

证 明 ” 设 £= (1,w,w) 为 曲线 f =0 的 一 般 点 , 则 有 


f(éo, &1, €2) 一 0， 
并 由 此 通过 微分 得 
Oof 6)dto 十 DJ)dtl + Of(é)dé2 =0 
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或 当 v* 为 一 般 点 € 处 的 切线 时 ， 
vedéo + vtdé1 + wdé2 = 0. (3.4.4) 
此 外 , 由 于 该 切线 还 包含 了 该 点 本 身 , 故 有 
vséo + vtéi + weé2 = 0. (3.4.5) 
将 式 (3.4.5) 对 微分 , 并 减 去 式 (3.4.4), 则 得 
é0dvs + &1dv* + £2dv* = 0. (3.4.6) 
式 (3.4.6) 对 偶 于 式 (3.4.4), 而 式 (3.4.5) 与 自身 相对 偶 , 对 v* 有 方程 : 
h(vo,vi,v2) = 0. 
现 以 表 此 曲线 在 点 v* 处 的 切线 , 则 类 似 于 式 (3.4.4), (3.4.5) 有 方程 
v060 + viéi + v2é2 = 0， (3.4.7) 
idvs + rdv* + ésdv* = 0. (3.4.8) 
这 两 个 方程 唯一 地 决定 了 &*, 因为 否则 下 述 矩 阵 的 所 有 二 阶 子 式 就 必须 均 为 零 


水 水 水 
V0 VI v2 
» 
dv dv? dv» 


< -0 以 及 和 到 =0 


而 这 就 是 说 : 


因而 比值 由 : vt : 过 就 会 是 常数 . 但 我 们 在 上 面 已 见 , 这 只 有 对 一 阶 曲 线 才 成 立 . 
因此 , 由 式 (3.4.7) 及 式 (3.4.8) 所 决定 的 点 &* 同 由 式 (3.4.6) 及 式 (3.4.5) 所 决定 的 
扣 & 相合 , 这 一 点 可 用 下 述 方程 来 表达 : 


&jék — éké; = 0. 


但 是 因为 这 个 方程 对 曲线 一 般 点 成 立 , 故 它 对 曲线 的 每 一 特定 点 ” 也 能 成 立 ， 因 
此 , 如 7 处 的 切线 对 应 于 对 偶 曲 线 上 的 点 v, 则 这 条 曲线 在 v 处 的 切线 对 应 于 点 »， 
定理 3.4.2 由 此 得 证 . 口 

以 后 我 们 还 将 给 出 该 定理 的 第 二 个 证 明 , 它 是 以 Puiseux 级 数 展 开 为 基础 , 并 
且 对 多 重点 处 的 切线 也 能 成 立 . 但 是 我 们 上 面 的 证 明 更 初等 些 , 并 且 可 以 容易 地 推 
广 到 超 曲 面 , 只 要 该 超 曲面 有 唯一 确定 的 对 偶 超 曲面 , 而 这 一 点 并 不 总 是 如 此 . 例 


33.5 ”曲线 的 分 支 . 65 . 


如 , 设 f = 0 表 一 可 展 的 直 纹 面 Regelfliche 或 空间 5s 中 的 一 锥 面 , 则 切 平面 在 对 
偶 空 间 的 像 点 v 并 不 是 一 曲面 而 仅 为 一 曲线 . 这 是 因为 可 展 直 纹 面 就 是 这 样 来 定 
义 的 , 以 使 一 母线 上 的 所 有 点 具有 同一 切 平面 , 从 而 在 一 般 点 上 的 切 平 面 并 不 是 依 
赖 于 两 个 参数 , 而 只 是 依赖 于 一 个 参数 . 

对 偶 曲 线 的 阶 次 也 是 等 于 它 与 一 直线 相交 点 的 最 大 数目 , 或 相同 地 为 由 平面 
上 一 点 7 出 发 向 原 曲线 所 能 作 的 切线 的 最 大 数目 . 这 个 数 称 为 曲线 f = 0 的 类 数 
(Klasse), 根据 83.3, 一 m 阶 曲 线 的 类 数 最 大 为 m(m 一 1), 并 且 当 它 有 多 重点 时 就 要 
小 于 此 数 , 要 想 准 确 地 计算 类 数 就 必须 知道 , 该 曲线 与 任 一 点 的 极 系 的 交点 有 多 少 
被 多 重点 所 吸收 了 . 讨论 这 方面 的 工具 是 曲线 分 支 的 车 级 数 展开 , 这 我 们 将 在 83.5 

练 习 3.4 

1， 每 一 二 重点 至 少 是 曲线 与 极 系 的 一 二 重 交 点 , 从 而 将 类 数 至 少 减 小 2( 比 较 练习 3.2 题 
2). 

2. 一 二 阶 不 可 约 曲 线 (圆锥 曲线 ) 的 类 数 为 2, 一 三 阶 的 不 可 约 曲 线 的 类 数 仅 为 以 下 几 个 数 
之 一 : 6,4 或 3. 


83.5 曲线 的 分 文 


设 f(n) = 0 为 一 不 可 约 曲 线 , 上 = (1,w,w) 为 该 曲线 的 一 般 反 ， 则 w 为 方程 
f(1,v,w) = 0 的 某 一 解 . 但 根据 82.3, 这 个 解 为 u 一 a 或 u-! 的 分 数 项 级 数 . 在 头 
一 种 情形 下 有 

ua=7* 或 wu=at+™ (k> 0), 
WwW 一 chT 十 chiT ?LE 十 …: (h>0,h=0 或 h <0). 


因此 有 


和 一 0 十 T (3.5.1) 
如一 ch7 十 cpHT 十 
在 第 二 种 情形 下 有 
vu 1 二 Tt 或 w=7T， 
WwW= ChTR cpriT®tl+..., 
因而 有 
£0 一 1 
£1 一 三 一 ， (3.5.2) 


和 一 chT 十 cpHT 十 
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因此 在 两 种 情形 下 , 6o, 6 6 为 “位 置 单 值 化 变量 ”7 的 宕 级 数 , 对 每 个 k, 这 两 
攻 级 数 均 通过 置换 7 一 6, 4* = 1 转化 为 另 一 察 级 数 , 形成 一 个 “循环 ”. 每 一 个 
这 样 的 “循环 ” 称 为 曲线 f = 0 的 一 分 支 (zweig). 

现在 我 们 来 研究 曲线 上 的 任 一 一 般 的 非常 点 , 它 的 坐标 为 变量 o 的 寡 级 数 : 


0&0 一 QpOP 十 ap+10?+! 十 .….， 
061 一 poa9 + bar109t! 十 (3.5.3) 


0é2= Cro + ertio" tl +.... 


由 于 两 个 蜂 级 数 之 比 仍 为 一 千 级 数 , 我 们 将 上 述 三 个 o&,, 都 除 以 oto, 从 而 得 归 一 
été0=1, 
61=dg09 + dg+1091 十 (3.5.4) 
£2=enor +epriort!lt+.... 
&1 的 车 级 数 不 能 只 由 一 常数 项 组 成 , 因为 如 &0 与 & 都 是 常数 , 则 由 方程 f(£) = 0， 
&2 也 会 是 常数 , 因而 & 为 一 定常 点 , 这 与 假设 相 了 矛盾 . 
我 们 现在 来 证 明 , 通过 引入 一 新 变量 7 来 替代 o 可 将 式 (3.5.4) 中 的 三 个 军 级 
数 的 组 变 为 式 (3.5.1) 或 式 (3.5.2) 的 形式 . 
我 们 将 g > 0 及 g < 0 两 种 情况 分 别 讨论 . 在 g > 0 时 我 们 将 第 级 数 写 为 


£1 二 Qa 二 dro*+ dp410"+! +:.: (dx A 0). 
现在 我 们 根据 82.3 的 展开 定理 , 通过 一 察 级 数 


T=bio+b20 ++... (bi #0) 


来 解 下 述 方程 
rho dor idiotl+t... (ds £0). 
由 此 得 
&1 =at+rT. 
不 难 将 下 述 宫 级 数 
£2 = enor +epriortl t+... (3.5.5) 


转换 为 7 的 震级 数 , 因 各 7?,7*+1,... 为 o 的 罕 级 数 . 分 别 从 o?,or+1,..., 开始 ， 
通过 这 些 级 数 的 适当 线性 组 合 就 可 作成 寡 级 数 (3.5.5). 因此 我 们 得 

5o 三 1 

&1=a+7", (3.5.6) 


€2=chT? + ChriThtl 十.…， . 
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如 在 医 级 数 &1,&2。 中 窜 指 数 有 一 公共 的 因子 d, 则 我 们 可 将 ra 作为 一 个 新 变 
量 引入 , 这 样 寺 指数 就 是 互 质 的 , 所 得 寡 级 数 的 表达 式 形 如 式 (3.5.1), 因此 也 应 与 
式 (3.5.1) 的 展开 之 一 相 重 合 . 在 式 (3.5.6) 中 令 


7 一 (w — a)*, 


其 中 为 一 未 定量 , 那么 将 有 &0 = 二 1, 红 二 vu, 以 6 为 一 按 (w 一 a) 的 分 数 寡 展开 的 
攻 级 数 , 满足 方程 f(1,w,é。) = 0. 根据 在 此 寡 级 数 的 域内 能 成 立 下 述 因 子 分 解 式 . 


f(1,u,z) = ao TI[c 一 we )， 
1 


则 &2 必 与 寡 级 数 wt*) 之 一 重合 , 而 这 就 是 所 要 证 明 的 . 
可 以 完全 类 似 地 处 理 g < 0 的 情形 . 此 时 我 们 令 g = --%, 根据 式 (3.5.4) 有 


&1 =d_ko “+d_ gto “ti+... (d_x #0). 


我 们 现在 将 方程 


Ti(d_po +d_pio til+...)=1 
的 解 + 写成 为 宫 级 数 
7T 一 bi 十 boo2 十 …. (bi1 #0), 


从 而 有 7*&1 = 1, 因而 
6 一 T 
里 级 数 


人 = eho" 十 ehHi0 + 


义 可 变换 为 + 的 和 级 数 : 


£2 一 ch 太 十 ch 1TA+T 十， 


我 们 由 此 得 到 一 形 如 式 (3.5.2) 的 寡 级 数 展开 式 , 根据 上 面 所 采用 的 推断 方式 ( 即 引 
入 74 来 代替 r) 这 个 徊 级 数 应 与 展开 式 (3.5.2) 之 一 相 重合 . 

因此 我 们 有 : 每 一 乔 级 数 展开 式 (3.5.3) 属于 曲线 的 一 确定 的 分 支 , 并 且 通 过 
引入 新 的 变量 可 将 它 简约 为 该 分 支 的 级 数 展开 式 (3.5.1) 或 (3.5.2). 

由 此 定理 可 容易 推 得 , 分 支 的 概念 在 射影 变换 下 不 变 , 甚至 更 一 般 些 在 任 一 有 
理 变 换 下 不 变 . 设 这 样 的 一 个 有 理 变 换 由 式 (3.5.7) 给 出 : 


C1 : C2 :63 三 go(6 : 91(€) :92(6)， (3.5.7) 
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并 将 &0,&1,t2 用 车 级 数 (3.5.3) 代入 , 则 我 们 将 仍 得 1, Co, Cs 作为 + 的 车 级 数 , 根 
据 上 述 定理 它 属于 像 曲 线 的 一 个 确定 的 分 支 , 因此 在 有 理 变换 (3.5.7) 下 曲线 了 = 0 
的 每 一 分 支 与 其 像 曲线 的 一 个 唯一 确定 的 分 支 相 对 应 . 

式 (3.5.3) 中 的 比例 因子 。 是 任意 的 . 如 选 o 为 o 的 乘客 , 其 戎 指数 为 p,q,7 
中 的 最 小 的 一 个 , 则 所 得 &0,&1,é2 的 展开 式 中 没有 负 血 的 项 , 而 且 常 数 项 不 会 三 个 
同时 等 于 零 , 以 后 我 们 将 总 采用 这 样 标准 化 的 比例 常数 0. 现 如 令 o = 0, 因而 医 级 
数 中 只 剩 常数 项 , 这 样 我 们 就 得 到 平面 上 的 一 个 确定 的 点 , 即 所 述 分 支 的 起 点 . 例 
如 , 在 式 (3.5.1) 中 对 h >z 0 的 情形 起 点 为 (1,a, co), 对 h < 0 的 情形 则 为 (0,0, cm) 
在 式 (3.5.2) 中 对 h > 一 k 时 为 点 (0,1,0), 对 万 = -为 点 (0,1 cn) 以 及 对 万 < 一 
为 点 (0,0, cu 如 点 (0,0,1) 不 在 曲线 上 , 而 这 是 通过 选择 坐标 系 总 是 可 能 达到 的 ， 
则 在 (3.5.1) 中 必定 总 及 宕 0, 在 (3.5.2) 中 必 总 有 hh >> 一 k. 

因为 方程 f(&0,&1,&2) = 0 对 o 为 恒等式 , 因而 对 o = 0 也 能 成 立 , 所 以 一 分 文 
的 起 点 总 是 曲线 上 的 一 个 点 . 但 是 反之 亦 成 立 : 曲线 上 的 每 一 点 7 至 少 为 一 分 支 
的 起 点 . 为 了 证 明 这 一 点 我 们 仍 设 点 (0,0,1) 不 在 曲线 上 . 因而 在 方程 

f(1,u,2) = a0z™ 十 al(u)zm + + Qam(u) 
中 ao 夭 0. 首先 假设 (i) mo 关 0, 如 m0 = 1,m = a,m2 = 5b, 则 在 w= a 处 取 因 子 分 解 
式 : 
f(1,u,z) = ao [(z— ww) (3.5.8) 
1 

左边 在 w = az =b 时 为 零 , 因此 右面 也 有 一 因子 为 零 , 从 而 有 一 个 攻 级 级 w 在 
u 二 a,7T 二 0 时 取 值 为 b. 

其 次 设 (mo = 0,m7 关 0, 如 令 放 = 1,m = 5, 则 我 们 到 w= oo 地 方 作 形 如 式 


(3.5.8) 的 因子 分 解 , 因而 也 即 假设 w 为 u-! 的 车 级 数 . 将 等 式 的 两 边 乘 以 u-”" 就 
f(u-!,1,2u-!) = ao T(z — ulw,). 
令 uw ?= 2,zu = y, 则 推 得 
f(z,1,Yy) = a0 IIe — Zwv). (3.5.9) 
由 于 在 此 xw 为 x = wu-! = 7* 的 无 负 蜂 的 分 数 帘 级 数 , 即 
Twy = TE(chT* + epiTrtl+..) = cpT th + oprT ttl + .... (3.5.10) 


再 将 z = 0,y =。b 代入 式 (3.5.9), 则 方程 的 左面 为 零 , 因而 右面 的 因子 也 必 有 一 个 
为 零 ， 由 此 和 客 级 数 (3.5.10) 中 有 一 个 在 7+ = 0 时 所 取 的 值 为 b, 因而 在 这 一 情况 下 
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也 完全 得 证 明 . 剩 下 的 就 是 要 证 明 通 过 一 射影 变换 能 将 假设 (i 情形 转变 为 假设 
(i) 情形 . 

一 异 于 零 的 7+ 的 寡 级 数 , 所 谓 它 的 阶 次 (ordnung) 就 是 指 在 其 中 出 现 7 的 最 低 
的 车 指数 . 如 通过 7 = bio +tbc2 十 … (bi 关 0) 引入 一 新 变量 o, 则 守 级 数 的 阶 次 
不 会 改变 . 阶 次 可 以 为 正 、 零 或 负 . 如 在 形式 g(&0,&1,&2) 中 代入 分 支 3 的 如 62 
的 贤 级 数 , 则 它 也 将 给 出 一 确定 阶 次 的 车 级 数 , 至 于 其 阶 次 是 正 还 是 零 , 要 看 曲线 
9 = 0 是 包含 了 分 支 的 起 点 7 还 是 没有 包含 而 定 . 这 一 阶 次 我 们 将 它 称 为 形式 9g 在 
分 支 上 的 阶 数 ， 或 称 为 曲线 9 = 0 与 分 支 3 的 相交 重 数 . 显然 , 它 在 射影 变换 下 不 

现在 我 们 来 证 明 下 述 极 重要 的 定理 : 

曲线 二 0 与 g 二 0 的 交点 的 重 数 等 于 形式 g 在 曲线 有 二 0 中 以 为 起 点 
的 分 支 上 的 阶 数 之 和 . 

证 明 ”我 们 选择 这 样 一 个 坐标 系 , 以 使 mo 关 0, 点 (0,0,1) 不 在 曲线 f=0 上 
且 曲 线 f = 0 与 g = 0 的 任 两 交点 不 会 有 相同 的 比值 mo : mr， 对 某 一 交点 设 有 
mo 二 1,m = a,m2 = b. 因此 , 根据 83.2 的 结果 作为 f = 0 与 g =0 的 交点 的 重 数 与 
u 一 a 在 f(1,u,z) 与 g(1,w,z) 的 结 式 R(w) 的 因子 分 解 式 中 出 现 的 重 数 相等 . 现 有 
公 导 


f(1,u,z) = ao | [(z — wh), 


R(w) = a [ [91% 0) (3.5.11) 


其 中 ao 为 zm 在 f(1,w,w) 中 的 系数 ,wi,… ,wm 为 u 一 a 的 分 数 寡 级 数 . 

因子 g(l,w w(tD) 作为 位 置 单 值 化 变量 r = (w 一 a)* 的 宕 级 数 , 阶 次 为 s1. 属 
于 同一 循环 的 全 部 徊 级 数 g(1,w, wt 四),… ,g(1,w,w( 四 ), 其 阶 次 均 为 s1， 这 些 循环 
的 帘 级 数 的 乘积 


k 


| {9G,w,w,) (3.5.12) 


1 
作为 + 的 虎 级 数 阶 次 为 ksi, 作为 u 一 a = 7 的 窘 级 数 阶 次 为 s1. 点 (1,a,b) 的 其 
余 分 文 相应 地 给 出 如 (3.5.12) 的 乘积 , 阶 次 为 sz,… ,sr, 然而 属于 另 一 点 (1, a, 5b) 
的 分 支 只 能 导致 阶 次 为 零 的 因子 g(1,ww 由 , 这 是 因为 在 /=0 上 WwW 关 b 的 全 部 点 
(1,a,b") 有 g(1,a,b') 关 0 的 缘故 . 因此 , 乘积 (3.5.11) 作为 u 一 a 的 窜 级 数 , 总 的 阶 
次 等 于 sl 十 sz 十 … 十 sy. 国 
两 个 次 数 相同 形式 之 商 
_ g(éo, &1, €2) 


?06) = h(éo, &1, €2) 
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为 一 仅 依 赖 于 比值 w= &:;é&0 及 w= & :0 的 函数 . 我 们 称 po(6 = p(w,w) 为 一 般 
曲线 点 上 的 有 理 函 数 , 或 简称 为 曲线 上 的 有 理 函 数 . 这 种 函数 在 曲线 的 每 一 分 支 3 
上 有 一 确定 的 阶 次 , 它 就 是 分 子 与 分 母 的 阶 数 之 差 . 如 这 个 阶 次 为 正 , 则 我 们 可 以 
谈 函 数 p(6) 的 零点 . 如 它 为 负 , 则 yp(&) 有 一 极点 . 函数 p(6) 在 所 有 分 支 上 的 阶 之 
和 等 于 分 子 阶 次 之 和 减 去 分 母 的 阶 次 和 ,因而 根据 Bezout 定理 为 零 , 因而 分 母 和 
分 子 的 阶 次 相等 . 由 此 得 : 

有 理 函 数 在 一 不 可 约 曲线 上 的 零点 与 极点 的 阶 数 之 和 为 零 . 

Zeuthen 判定 准则 ”假设 9 = 0 也 不 含 点 (0,0,1), 则 像 对 /lw 2) 一 样 也 
可 将 9(1u z) 在 车 级 数 域内 分 解 为 线性 因子 : 


g(1,u,z) = co [I(z — Cy). 


对 结 式 R(w) 则 有 
R(v) = as [|[ EE- 6). (3.5.13) 


差 w, -6 为 u 一 a 的 分 数 寒 级 数 . 它们 每 一 个 均 有 一 确定 的 阶 次 x, 即 由 一 确定 
的 乘 虎 (w -a)x 开始 . 根据 (3.5.13), R(w) 的 阶 次 等 于 (ww -6) 的 阶 次 之 和 . 如 ww， 
或 ,或 两 者 同时 属于 一 分 支 , 该 分 支 不 属于 点 (1,a,b), 则 差 (wj, - 外) 的 阶 次 为 
零 . 由 此 我 们 得 下 述 Zeuthen 判定 准则 : 

曲线 1 = 二 0 与 g = 二 0 的 交点 (1,a,b) 的 重 数 等 于 作为 (w 一 a) 的 函数 的 轩 极 
数 wi 一 的 阶 次 之 和 , 此 处 (1,U,w) 与 (lu 如 ) 为 曲线 f= 二 0 与 g==0 中 以 点 
(1, a,b) 作为 起 点 的 分 支 的 加 级 数 展开 . 

Zeuthen 判定 准则 表明 , 重 数 是 由 f 与 9 的 单个 的 分 支 对 (zweigpaaren) 所 贡献 
的 项 相 加 而 成 , 当 分 支 为 线性 时 , 即 当 它 是 由 w 一 a 的 整 究 的 知 级 数组 成 时 , 这 种 单 
项 的 页 献 的 计算 是 极其 简单 的 . 这 时 , wj, 与 & 在 项 cot+ci(w-a) 十 … 十 cs-1(w-a)s-! 
上 是 一 致 的 , 因而 差别 只 在 (w - a)* 这 一 项 上 , 因而 分 支 对 对 交点 (1,a,b) 的 总 相 
交 重 数 的 贡献 为 s. 


练 习 3.5 


试 计算 圆周 曲线 驴 十 7 一 mom = 0 与 心脏 线 (7 十 鹃 ) 一 2mo1( 六 十 吸 ) 一 居 朋 =0 三 
个 交点 的 重 数 . 


83.6” 奇 点 的 分 类 
为 了 精确 地 研究 曲线 f = 0 的 分 支 , 我 们 取 点 O = (1,0,0) 为 分 支 的 起 点 . 这 
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样 展 式 即 为 
é&0 一 1， 
5 一 T (3.6.1) 


人 = chT ”十 chHIT 人 十: 


比值 2 : & 为 一 里 级 数 , 它 以 项 rT*-* 开始 , 当天 > 大 则 说 比值 在 r = 0 时 取 一 确 
定 的 值 ; 但 当 h < 有, 则 我 们 说 比值 在 + = 0 时 “ 变 为 无 限 大 ”. 然而 不 管 在 哪 种 情 
形 下 , 比值 名 :4 在 7=0 时 在 起 点 规定 了 一 个 确定 的 方向 , 其 方向 常数 也 即 上 述 
数值 . 我 们 称 由 此 方向 所 决定 的 直线 为 此 曲线 分 支 的 切线 . 根据 这 个 定义 , 切线 就 
是 割 线 的 极 根 位 置 , 这 些 割 线 的 一 端 在 起 点 O. 我 们 将 会 看 到 , 这 里 所 定义 的 切线 
的 概念 与 以 前 83.3 所 定义 的 曲线 切线 的 概念 是 一 致 的 . 

取 坐 标 系 以 使 切线 与 坐标 轴 m = 0 相 重 合 , 则 将 有 h > 有 壁 如 h=k+1. 我 
们 称 (k,7) 为 分 支 3 的 特征 数 (charakteristischen zahlen). 它们 可 这 样 来 几何 地 表 
证 : 每 一 通过 O 后 而 不 同 于 切线 的 直线 与 分 文 在 O 相交 的 相 重 数 为 k, 而 切线 与 
它 相 交 的 相 重 数 则 为 十 1. 如 在 这 样 一 条 直线 的 方程 9(m) = aim + a2m2 = 0 中 的 
m 与 m2 用 响 级 数 (3.6.1) 代入 , 则 在 oz 六 0 时 g(&) 可 由 六 除 尽 , 在 a1 =0 可 由 
TKt+l 除 尽 , 而 这 就 意味 着 , 3 与 g = 0 的 相 重 数 在 第 一 种 情形 下 等 于 &, 在 第 二 种 情 
形 下 等 于 十 7. 我们 约定 称 为 点 O 对 分 支 3 的 重 数 . 在 上 = 1 时 我 们 就 有 一 线 
性 分 支 . 

当 在 一 点 O 有 7 个 分 支 , 重 数 分 别 为 三,k2,… ,kx, 则 点 O 在 曲线 上 的 重 数 
就 等 于 ki 十 :… 十 k; 因为 每 一 条 通过 O 点 而 又 不 与 分 支 相 切 的 直线 必 与 每 一 分 支 
在 O 点 相交 的 重 数 为 ki,k2,:… ,k;, 因而 与 整个 曲线 相交 的 重 数 为 kl 十 妇 …: 十 和 
但 如 该 直线 为 一 分 文 的 切线 , 则 重 数 将 增 大 , 因此 曲线 在 点 O 处 的 切线 正好 也 是 一 
曲线 的 单条 分 支 在 O 点 的 切线 . 

定理 3.6.1 如 曲线 f= 二 0 在 O 点 有 一 p 重点 , 曲线 g= 二 0 在 O 点 有 9 重点 ， 
则 此 二 曲线 在 O 的 相交 重 数 必 之 pg, 等 号 当 且 仅 当 一 曲线 在 O 点 的 切线 全 部 都 
不 同 于 另 一 曲线 在 O 点 的 切线 时 才能 成 立 . 

证 了 明 ”我 们 应 用 Zeuthen 判定 准则 , 并 假设 没有 切线 通过 点 (0, 0, 1). 帘 级 数 
wu 及 ,分 别 有 p 个 和 gq 个 .在 分 支 切线 不 相同 时 , wj, 一 对 wv 而 言 的 阶 数 为 1， 
其 余 情 形 阶 数 则 > 1, 由 此 得 上 述 结论 . 口 

对 偶 曲 线 . 我 们 要 对 分 支 (3.6.1) 来 计算 其 对 偶 曲 线 的 相应 分 支 . 为 了 计算 在 
一 般 点 € 处 的 切线 v*, 我 们 利用 式 (3.4.4) 与 式 (3.4.5), 它们 在 我 们 此 处 (3.6.1) 的 

| vrdé1 + vsdé2 = 0, 
vo 十 Vi 十 V262 = 二 0 
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UKTe ldr + vs{(k+ legrTeti-l +...}dr = 0, 
二 vtT 十 由 {ckHITeT 十 =0 


或 最 后 , 当选 必 = 1 时 ， 


水 -一 
V2 一 二， 
[ 
lL 
1 CktT 十 


/k+l 
“= ( TE or 


/ k+l 
= 一 人 人 。 
大 k+l! 十 


这 一 分 支 3* 的 起 点 为 分 支 3 的 切线 的 像 点 : v = (0,0,1). 分 支 * 的 切线 则 为 坐标 
为 (1,0,0) 的 直线 由 = 0, 这 是 原平 面 上 点 O = (1 0,0) 的 像 直线 . 分 支 3* 的 特征 
为 (1,k), 刚好 与 分 支 的 相反 . 

因此 , 曲线 的 分 支 3 与 其 对 偶 曲 线 的 分 支 3* 之 间 有 一 一 对 应 的 关系 , 在 此 对 应 
下 3 的 起 点 对 应 于 3* 的 切线 , 而 3 的 切线 则 对 应 于 3* 的 起 点 . 3* 的 特征 数 的 顺序 
刚好 是 3 的 顺序 的 颠倒 . 

分 支 的 分 类 . 一 曲线 几乎 所 有 的 点 都 是 简单 点 ( 即 多 重点 只 有 有 限 个 ). 在 一 简 
单 点 处 只 能 有 一 线性 分 支 以 它 作 为 起 点 , 因此 几乎 所 有 的 分 支 的 & = 1. 由 于 这 结 
论 所 对 偶 曲 线 也 成 立 , 所 以 几乎 所 有 的 ! 也 等 于 1. 因此 , 几乎 所 有 的 分 支 的 特征 
数 为 (1,1), 我 们 称 这 种 分 支 为 常态 分 支 (gew5hnliche zweige). 当 仅 有 一 分 支 通过 
它 的 起 点 时 , 则 称 之 为 曲线 的 常 点 (gew5hnliche punkte). 

当 线 性 分 文 的 特征 为 (1 2), 则 切线 与 分 支 在 O 点 的 相交 是 三 重 的 , 这 样 的 点 
称 为 扬 点 (wendepunkt), 它 的 切线 称 为 扬 转 切线 (wendetangete)， 如 一 点 , 通过 它 
的 分 文 的 特征 为 (1,71),1 > 2 则 称 之 为 一 高 阶 扬 点 (h5herer wendepunkt), 对 1 =3 
的 情形 特别 称 之 为 平 点 (achpunkt). 切线 在 平 点 与 分 支 相 交 是 四 重 的 . 

与 毛 扩 对偶 相 应 的 为 尖 点 (spitze), 其 特征 为 (2, 1), 此 时 O 点 为 分 支 的 二 重点 ， 
切线 相交 刚好 是 三 重 的 . 特征 为 (2,2) 时 切线 与 分 支 的 相交 是 四 重 的 , 这 是 我 们 说 
它 是 一 吃 形 尖 点 (schnabelspitze), 这 些 就 是 最 常见 的 分 支 的 奇 点 . 下 图 所 示 的 实 域 
的 情况 下 曲线 在 O 点 邻 域 内 的 形状 . 
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当 有 多 个 分 支 同 时 在 一 点 出 现时 , 我 们 将 得 另 一 类 奇 点 . 如 起 点 相同 , 切线 不 
相同 的 线性 分 支 刚 好 有 两 条 , 则 我 们 称 此 起 点 为 一 结 点 (knotenpunkt); 如 这 样 的 分 
文 有 7 条 , 则 我 们 称 该 起 点 为 具有 分 开 切 线 的 7 重点 (7-fachen punkt mit getrennten 
tangenten). 但 如 二 线性 分 支 在 O 点 相 切 , 则 称 之 为 相 切 结 点 (beriihrungsknoten). 

当 有 多 个 分 支 有 相同 的 切线 时 , 则 我 们 将 得 到 与 上 述 相对 偶 的 曲线 的 奇 氮 . 与 
结 点 及 具有 分 开 切 线 的 > 重点 相对 偶 的 分 别称 为 二 重 公 切线 与 具有 7 个 不 同 切 点 
的 7 重 公 切 线 . 易 见 相 切 结 点 与 自身 相对 偶 . 


现在 我 们 要 来 研究 不 同 种 类 的 奇 点 对 一 曲线 的 类 数 有 什么 影响 . 类 数 是 对 偶 曲 
线 与 一 直线 类 数 g 相交 的 交点 的 个 数 , 或 完全 一 样 , 可 以 说 是 由 一 点 @ 出 发 向 原 
曲线 所 作 切 线 的 数目 . 在 算 切 线 的 数目 时 应 计 入 切线 的 重 数 , 这 一 重 数 就 是 该 切线 
在 对 偶 曲 线 上 的 对 应 点 的 重 数 . 由 于 Q 是 完全 任意 的 , 因此 我 们 可 选 8 在 曲线 以 
及 多 重点 O' 的 切线 之 外 . 

我 们 获得 自 @ 点 出 发 的 切线 的 方法 是 : 由 曲线 = 0 与 @ 点 的 第 一 极 系 
广 =0 的 m(m 一 1) 个 交点 中 分 出 具有 与 之 相当 的 重 数 的 多 重点 O' 并 将 其 余 的 交 
点 O 与 Q 连 起 来 , 这 样 我 们 还 能 确立 , 余下 交点 O 的 相交 重 数 (在 曲线 f =0 的 
平面 上 来 计算 ) 与 对 应 的 切线 的 重 数 (在 对 偶 平面 上 来 计算 ) 相等 . 由 此 推 得 所 求 
切线 数 等 于 m(m 一 1) 减 去 0' 点 作为 f = 0 与 fi =0 的 交点 的 重 数 之 和 . 

假设 Q@ = (0,0,1),O’ = (1,0,0). f(1,w,z) 分 解 为 线性 因子 的 结果 为 


f(1,u,2) = (2 — wi)(z ow) (2 — wm). (3.6.2) 
通过 对 z 的 微分 得 
fi(l,u,z) = >_(z — wi) (2— Wi) 一 Ci) (ZC— wm). (3.6.3) 


1 二 1 


极 系 有 = 0 与 属于 宕 级 数 w 的 分 支 ; 的 交点 重 数 的 求法 为 : 将 z = wi 代入 式 
(3.6.3) 并 求 出 阶 得 乘积 


(wli 一 w2)(wli — wa3) (WIi 一 wm) (3.6.4) 


作为 7 的 寡 级 数 的 阶 次 . 然后 对 O' 点 的 所 有 分 支 求 和 就 给 出 它 作 为 f 与 有 的 交 
点 的 重 数 . 
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如 O' 为 一 具有 分 开 切 线 的 h 重点 , 则 所 有 差 wj -wn 的 阶 次 均 为 1, 因而 乘积 
(3.6.4) 的 阶 次 为 h 一 1, 而 点 O' 的 重 数 即 为 h(h 一 1), 特别 对 一 通常 的 结 点 言 其 值 
为 2. 

如 O' 为 一 尖 点 , 则 局 部 单 值 化 变量 为 + = 地 


w1 二 C37T3 十 .…， 
wa 二 一 C93T3 十.…. 


因此 ws -wi 的 阶 次 为 3, 从 而 尖 点 作为 f 与 户 的 交点 重 数 为 3. 其 余 奇 点 可 类 似 
地 加 以 讨论 . 

我 们 现在 来 计算 简单 点 O( 其 切线 通过 @) 为 f 与 有 i 的 交点 的 重 数 . 点 O 的 
特征 数 为 (1,1), 这 样 曲线 f = 0 的 分 支 的 寡 级 数 展开 由 下 述 公式 给 出 : 


4 一 了 十 1 
w1 一 cl7T 十 co72 十 .…. (cl 0), 
wa 一 cC16T 十 cz6 帮 十 (Ct! = 1), 


1+1 
Witl 二 CIOTT 二 +.…. 


所 有 差 wi - wx 作为 7 函数 的 阶 次 均 为 1, 因而 乘积 (3.6.4) 的 阶 次 为 1. 所 以 oO 作 
为 f 与 有 的 交点 其 重 数 , 其 重 数 也 为 1. 切线 OQ 在 对 偶 平 面 上 所 对 应 的 点 , 作为 
对 偶 曲 线 与 一 不 与 之 相 切 的 直线 g 的 交点 , 其 重 数 也 是 1, 如果 我 们 假设 对 偶 曲 线 
的 以 此 点 作为 起 点 的 分 支 仅 有 一 条 的 话 . 因此 , 这 两 个 相 重 数 实际 上 是 一 样 的 . 

由 此 得 : 如 一 m 阶 曲线 除了 d 个 结 点 和 s 个 拓 点 外 再 没有 其 他 的 奇 点 , 则 其 
类 数 mm' 由 下 述 “Pliicker 公式 ”给 出 : 


m = m(m— 1)— 2d— 3s. (3.6.5) 
如 果 还 有 其 他 奇 点 ， 则 还 要 减 一 些 项 ,这些 项 作为 有 与 有 i 的 重 数 可 以 按 上 面 的 方 
式 来 计算 
练 习 3.6 


1. 试 研究 下 述 曲线 的 奇 点 . 
a. 篆 卡 儿 叶 形 线 zs + ya = 3zy. 
b. 心 形 曲线 (zx? 十 zy2)(z 一 1)? = z2. 
c. 四 瓣 玫 瑰 曲 线 (x? 十 ?= 4z292. 
2. 试 证 : 一 相 切 结 点 作为 f 与 有 的 交点 相 重 数 为 4( 或 在 两 分 支 有 更 高 阶 的 相 切 时 有 更 高 
的 重 数 , 但 无 论 如 何必 为 偶数 ). 
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3. 试 证 : 唉 形 尖 点 作为 了 与 户 的 交点 相 重 数 为 5，( 当 分 支 的 宕 级 数 中 不 含 75 这 一 项 时 
则 有 更 高 的 重 数 ). 

4. 乘积 (3.6.4) 中 形成 一 由 个 寡 级 数组 成 的 循环 的 部 分 在 分 支 切线 不 通过 @ 点 时 其 阶 
次 至 少 为 (k 十 1)(k 一 1), 因而 在 非 线 性 分 支 的 情形 下 阶 次 至 少 为 3(k 一 1). 


83.7 抛 点 . Hesse 曲线 


如 7 为 曲线 f = 0 的 拐点 (包括 高 阶 拐点 ), 则 对 切线 g 上 的 所 有 点 5 下 述 方 
程 成 立 : 
fo(n) = 0， 
fi(n,¢) = 0， (3.7.1) 
f2(7n,¢) = 0, 
其 中 第 三 个 方程 以 < 为 变量 描述 一 圆锥 曲线 K, 它 是 点 7 的 二 次 配 极 系 . 在 我 们 的 
情形 中 切线 g 已 含 在 K 内 作为 它 的 一 部 分 , 因而 K 退化 为 两 条 直线 . 
反之 , 当 7 为 曲线 的 简单 点 且 其 二 次 配 极 系 KK 退化 时 , 则 7 为 一 拐点 . 这 一 
扩 可 以 这 样 来 证 明 : ”相对 于 K 的 配 极 系 为 线性 配 极 系 方 (7,6) = 0; 因而 即 切线 
9. 现 如 除 比 之 外 K 还 是 退化 的 , 则 9 将 为 的 一 部 分 . 这 样 , g 的 所 有 点 < 满足 
方程 (3.7.1), 因而 直线 9 与 曲线 在 7 点 相交 至 少 是 三 重 的 , 故此 有 如 下 定理 . 
定理 3.7.1 曲线 f=0 的 简单 点 , 如 它 的 二 次 配 极 系 为 退化 , 则 为 拐点 (及 高 
阶 扬 点 ). 
还 应 该 指出 , 二 重点 的 二 次 配 极 系 也 退化 为 两 条 二 重点 切线 . 还 要 更 进一步 指 
出 , 在 拐点 的 情况 下 , K 的 第 二 分 支 h 不 能 通过 点 wm, 因为 否则 7 关于 K 的 极 系 ， 
因而 线性 极 系 方 (7, 6) = 0, 将 恒 等 于 零 , 而 这 是 与 它 作 切线 相 矛 盾 的 . 
二 次 配 极 系 
> >》 GrOiOf (n) =0 
退化 的 必要 且 充 分 条 件 是 下 述 Hesse 行列 式 为 零 : 


OoO0f (7) O001f(n) O002f (7) 
H(m)=| O00f(n) O01f(n) O0102f(n) |. 
O200f (7) O201f(7) O202f (7n) 


方程 五 = 0, 决定 一 3(m 一 2) 阶 的 曲线 Hesse 曲线 , 由 定理 3.7.1 可 得 : 
定理 3.7.2 曲线 f =0 与 其 Hesse 曲线 的 交点 为 该 曲线 的 扬 点 和 多 重点 . 
对 拐点 数目 的 计算 来 讲 下 述 定 理 是 很 重要 的 . 
定理 3.7.3， 普通 的 ( 非 高 阶 的 ) 拐点 作为 曲线 f= 二 0 与 及 ==0 的 交点 , 其 重 
数 为 1. 
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证 明 ” 设 m= 0 为 在 抛 点 (1,0,0) 处 的 切线 , 形式 f(x) 按 zo 的 升 横 展开 , 由 
于 没有 x7 了 ,ZT7 1z1, X922, 的 项 ,为 


f(z) = zr az + rr (briz2 十 cz2) + rr (dr + ) + 


现在 我 们 来 展开 行列 式 五 (z), 但 仅 注意 其 中 哪些 既 不 能 被 za 又 不 能 被 zf 除 尽 的 
项 . 我 们 将 有 


0 十 …: U 十 …， (mm 一 1)azm +. 
H(z)= 0 十 …: 6dzy zl 十 …: bzxm 十 …， 
(mm 一 1)az0 “+ bz 2 4+... 2crm 十 ，…， 


= 一 6(m 一 1)2da2z3m zl 十 


如 7 = (1,0,0), 为 f =0 的 简单 点 , 则 a 关 0. 如 7 为 一 普通 的 拐点 , 则 设 d 关 0. 在 
这 两 个 假设 下 曲线 互 = 0 在 点 (1,0,0) 处 也 只 有 一 个 简单 单 点 , 而 且 它 的 切线 不 同 
于 曲线 /= 0 的 切线 . 由 此 推 得 , 点 7 为 此 二 曲线 的 简单 交点 . 口 

根据 Bezout 定理 , 曲线 f = 0 与 五 =0 的 交点 有 3m(m 一 2) 个 . 这 些 交 点 分 
为 两 组 : 曲线 的 抛 点 和 多 重点 , 由 此 得 如 下 定理 . 

定理 3.7.4 一 无 二 重点 的 m 阶 曲线 有 3m(m 一 2) 个 拐点 , 在 计数 时 普通 拐点 
算 作 一 个 , 高 阶 扬 点 按 多 个 计算 (根据 它 作 为 曲线 f= 二 0 与 五 =0 的 交点 的 重 数 而 
定 ). 在 有 二 重 或 多 重点 时 , 曲线 拐点 的 个 数 就 要 减少 . 


特别 是 无 二 重点 的 3 阶 曲线 有 9 个 扬 点 . 这 里 没有 高 阶 拐点 , 因为 拐点 的 切线 
与 曲线 的 相交 不 能 高 于 三 重 . 


最 后 我 们 来 推 寻 三 阶 曲 线 的 Hesse 曲线 的 一 个 重要 的 性 质 . 曲线 的 Hesse 曲 
线 上 的 点 gq 是 如 此 定义 的 , 它 的 配 极 圆锥 曲线 
> qrOkf (0) 二 0 (3.7.2) 


具有 一 二 重点 p, 即 我 们 有 
>_p;0; ( >», qxOxf (2) ) =0 
了 k 


对 z 恒 成 立 , 或 
> 》 pigkBjBkj(z) =0 (3.7.3) 
对 z 恒 成 立 . 
方程 (3.7.3) 对 p 与 g 是 对 称 的 , 因而 点 p 也 属于 Hesse 曲线 , 日 其 配 极 圆锥 
曲线 在 g 点 有 一 二 重点 , 由 此 得 如 下 定理 . 
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定理 3.7.5 一 平面 三 次 曲线 的 Hesse 曲线 也 是 所 有 退化 配 极 圆锥 曲线 (3.7.2) 
的 二 重点 的 轨迹 . 它 的 点 组 成 这 样 的 点 偶 (p,gq), 使 得 p 的 配 极 系 总 是 以 9 为 它 的 
二 重点 . 反之 对 0 亦 然 . 
练 习 3.7 
1. 试 证 : 按 定理 3.7.4 的 意义 平 点 可 算 作 两 个 拐点 , 一 般 而 言 , 特征 为 (1,7) 的 点 算 作 1 一 1 
个 拐点 . 


2. 定理 3.7.1 中 的 点 偶 (p,g) 也 可 以 这 样 来 表征 : 它 共 久 于 圆锥 曲线 (3.7.2) 的 所 有 圆锥 曲 
线 . 
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3.8.1 ”射影 生成 
一 个 圆锥 曲线 束 
AQ1(N) + A2Q2(N) =0 
以 及 一 与 它 射影 相关 的 直线 束 
Nl1(n) + Xz12(T) = 0， 
当 这 两 束 相应 的 元 素 互相 相交 时 , 生成 一 三 阶 曲线 
Qit7)iz(7) — Q2MU(n) = 0. 


每 一 三 阶 曲 线 都 可 以 这 样 得 到 , 这 是 因为 如 将 曲线 上 的 任 一 点 选 为 坐标 三 面体 
的 顶点 (1, 0, 0), 则 在 曲线 方程 中 只 能 出 现 能 被 m 或 mo 除 尽 的 项 : 从 而 曲线 方程 
为 


Q1(n)m — Q2 Nm = 0. 
3.8.2 ”分 类 


我 们 来 研究 一 不 可 约 三 阶 曲线 的 可 能 形状 有 哪些 ， 一 不 可 约 的 三 阶 曲 线 不 能 
有 两 个 二 重点 ,因为 这 两 个 二 重点 的 连 线 与 曲线 在 每 一 二 重点 上 的 相交 都 是 二 重 
的 , 总 和 就 为 四 重 , 但 曲线 为 三 阶 , 所 以 这 是 不 可 能 的 . 根据 相同 的 理由 它 也 不 可 能 
有 三 重点 , 因 一 三 重点 与 一 单 点 的 连 线 与 曲线 的 相交 也 是 四 重 的 , 如 一 二 重点 有 两 
个 不 同 的 (线性 ) 分 支 , 则 此 两 分 支 不 能 相 切 , 因为 否则 此 两 分 支 的 公共 切线 与 每 一 
分 支 二 重 相 交 , 因而 与 曲线 就 四 重 相 交 . 最 后 如 一 二 重点 仅 有 一 分 支 , 则 它 的 特征 
数 应 为 (2, 1), 从 而 为 一 普通 的 共 点 , 否则 分 支 的 切线 与 曲线 的 相交 得 高 于 三 重 , 因 
此 三 阶 曲线 有 下 述 三 类 ; 
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I 无 二 重点 的 三 阶 曲线 . 
II. 有 结 点 的 三 阶 曲线 . 
II. 有 类 操 的 三 阶 曲 线 . 


3.8.3 ”标准 形式 


在 情形 I 下 选 坐 标 系 使 点 (0, 0, 1) 为 一 拐点 , mo = 0 为 拐点 切线 (如 曲线 方程 
的 系数 为 实数 , 则 由 于 拐点 的 个 数 为 奇数 , 有 一 个 实 拐点 ). 此 时 方程 为 


an 十 g710o71 + cnomm 十 do72 +emm+t+fmnmt+gn=0 (a@#0), 
d 必须 不 等 于 0, 否则 点 (0, 0, 1) 就 会 是 一 个 二 重点 , 通过 下 述 代 换 
， C f 
72 一 712 十 ag"! 十 57710 
可 使 c= f = 0. 再 通过 代 换 ; 
n1 二 711 十 32"0 
还 可 进一步 使 b= 0. 这 样 方程 就 变 为 
am +dnm +emm+gm=0 
或 用 非 齐 次 坐标 写 出 (mo = 1) 
anf +dn2+em+g=0. 
通过 适当 地 选择 单位 点 我 们 最 后 可 使 d = -1 和 a = 49, 这 样 方程 成 为 
m2 一 471 一 9g271 一 93. (3.8.1) 


这 样 , 描 点 (0, 0, 1) 的 第 一 极 系 就 由 坐标 三 面体 的 边 mo = 0 及 no。= 0 组 成 . 它们 
的 交点 (0, 1, 0) 的 第 二 极 系 就 是 第 三 条 边 mn = 0, 因此 如 果 一 旦 选 了 几 个 拐点 中 的 
一 个 为 项 点 (0, 0, 1), 则 其 坐标 三 面体 就 不 变 地 被 确定 , 而 唯一 能 使 式 (3.8.1) 的 形 
式 保 持 不 变 的 坐标 变换 为 


mo = Ny, 
n1 = 入 /IT11， 
1» 一 KH)2. 


中 选 因 子 4 是 为 了 能 与 椭圆 函数 论 中 所 出 现 的 下 述 著名 的 方程 相 联系 : 


Pp (u)? = 4p(u)? — gap(u) — g3. 
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在 此 变换 下 , 量 
2 
93 
保持 不 变 , 因此 它 是 曲线 的 射影 不 变量 , 它 至 多 还 与 选 哪 个 拐点 作 顶 点 有 关 . 
要 想 曲 线 (3.8.1) 无 二 重点 则 必须 多 项 式 4z3 一 gz 一 gs 的 判别 式 不 为 零 . 
在 情形 II 下 , 我 们 选 二 重点 上 的 两 条 切线 为 坐标 三 面体 中 m=0 与 %=0 的 
两 边 , 则 曲线 方程 为 


anomm 十 pg 十 en?z72 +admm+i+emn=0 (天 0). 
通过 下 述 代 换 
m = ano 十 cm + d112， 
n=—bm (B=0), 
m=—y (=0) 
可 立即 将 方程 变 成 、 
7107172 一 74 十 人 2. (3.8.2) 
因此 所 有 有 具有 二 重点 的 三 阶 曲 线 是 射影 等 价 的 . 
在 情形 II 下 我 们 选 尖 点 为 坐标 顶点 (1, 0, 0), 选 尖 点 的 切线 为 坐标 系 中 方程 
为 nm。 = 0 的 边 , 曲线 方程 此 时 取 下 述 形 式 : 
a11072 十 g7 十 cz72 十 di72 十 e3 一 0 (a0;0#A0). 
通过 代 换 
71 一 711 十 EP 
可 使 c= 0. 这 样 再 通过 代 换 


—bn0 = ano + dn + e712 


得 最 后 的 形式 
mom =. (3.8.3) 
由 此 得 : 所 有 具有 尖 点 的 三 阶 曲 线 互 相 射 影 等 价 . 
曲线 (3.8.2) 与 (3.8.3) 具有 有 理 参 数 表 示 , 即 
60 一 好 十 友 ， 
£1 = 好 2， (3.8.4) 


é2 一 t1t2, 
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以 及 
6o = 寻 ， 
&1 一 三 友 ， (3.8.5) 
&2 = 万 . 
曲线 (3.8.1) 根据 将 要 说 明 的 理由 , 而 没有 有 理 参数 表示 式 , 只 有 用 代数 函数 表达 的 
多 值 参数 表示 以 及 一 个 由 椭圆 函数 表达 的 单 值 参数 表示 : 


&0=1, &=p(u), é€2 = (vu). (3.8.6) 
注释 ”方程 (3.8.1) 的 形式 也 可 以 用 到 具有 二 重点 或 尖 点 的 三 阶 曲线 , 对 本 二 
27 方程 (3.8.1) 所 描述 的 就 是 一 具有 二 重点 的 曲线 , 对 ga = gs = 0 则 方程 描述 一 
有 共 点 的 曲线 . 
3.8.4 ”切线 


根据 式 (3.6.5), 曲线 (3.8.1) 的 类 数 为 6, 曲线 (3.8.2) 的 类 数 为 4, 曲线 (3.8.3) 
的 类 数 为 3, 因此 由 曲线 (3.8.1) 外 的 一 点 Q 可 向 曲线 (3.8.1) 作 六 条 切线 . 其 切 点 
在 一 圆锥 上 , 即 在 点 Q 的 配 极 系 上 . 在 这 六 条 切线 中 , 如 有 一 条 是 拐点 切线 的 话 ， 
则 它 实 际 上 是 两 条 重合 的 切线 , 在 所 有 其 他 的 情形 下 这 六 条 切线 都 是 各 不 相同 的 ， 
这 一 反 由 观察 对 偶 曲 线 就 可 立即 看 出 . 曲线 (3.8.2) 及 (3.8.3) 的 切线 条 数 分 别 要 减 
少 两 条 和 三 条 . 因此 , 由 曲线 (3.8.1)、(3.8.2) 或 (3.8.3) 上 的 一 点 Q 可 分 别 向 曲线 
作 四 条 、 两 条 或 一 条 切线 (在 @ 点 的 切线 除外 ). 如 Q 点 为 拐点 的 话 , 以 上 数目 还 
要 减 一 . z 
3.8.5 ”由 曲线 到 自身 的 变换 

曲线 (3.8.3) 具有 col 个 变 到 自身 的 射影 变换 : 


70 = 和 mo, 
mn 一 和 771 ， 
112 = 72. 
曲线 (3.8.2) 有 六 个 变 到 自身 的 射影 变换 : 
710 = 710， 70 = 710， 
nN = em, n=om, (@=1). 
1 = 0272， m2 = 0271 


将 来 我 们 会 看 到 曲线 (3.8.1) 构成 一 由 至 少 18 个 射影 变换 作为 元 素 的 群 , 这 
些 变换 将 九 个 拐点 顺 次 交换 , 也 即 有 如 下 定理 . 
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定理 3.8.1 “对 每 一 扬 点 w 联系 一 将 曲线 变 为 自身 的 射影 变换 , 它 将 其 余 的 
拐点 成 对 地 互 换 . 

我 们 可 直接 由 式 (3.8.1) 来 读 出 该 定理 : 该 反映 (spiegelung) 即 为 由 m4 = 一 7 
给 出 . 我 们 也 可 不 用 坐标 变换 来 证 明 这 个 定理 , 出 发 点 是 : 拐点 w 的 极 系 退化 为 两 
条 直线 , 即 一 为 拐点 w 切线 ; 另 一 为 不 通过 w 的 直线 g. 现 如 s 为 9 的 一 点 , 则 直 
线 z 与 曲线 的 交点 可 由 方程 


fow) A + filw, s)MXM2 + folw, s)AN2 + fa(s)N2 =0 


求 出 . 其 中 由 于 w 在 曲线 上 , s 在 ww 的 第 一 极 系 上 , 故 有 fo(w) = 0, fz(w,s) = 0. 因 
此 , 如 Xi : Xz 为 方程 的 解 , -Xi : 和 2 也 是 解 , 从 而 将 点 和 iw 十 和 2s 变 为 点 一 和 ww 十 和 2s 
的 射影 反映 也 就 将 曲线 变 到 上 自身 . 

在 反映 下 不 变 的 只 有 点 w 以 及 直线 g 上 的 点 , 这 些 点 肯定 不 是 拐点 (因为 它 
们 的 切线 与 曲线 相交 于 w). 因此 , 不 同 于 w 的 拐点 在 反映 下 成 对 地 互 换 . 

任 二 通过 反映 互 换 的 点 必 在 一 通过 w 的 直线 上 . 因此 , w 与 另 一 拐点 的 连 线 
总 还 含有 一 第 三 拐点 . 而 且 由 于 w 为 一 任意 拐点 , 故 有 如 下 定理 . 

定理 3.8.2 两 个 拐点 的 连 线 必 还 包含 一 第 三 拐点 . 

”从 这 个 定理 的 证 明 就 可 看 出 , 它 对 有 二 重点 的 曲线 也 能 成 立 . 实际 上 , 对 曲线 
(3.8.2), 我 们 通过 作 Hesse 曲线 就 可 立即 看 出 , 它 刚好 只 有 三 个 拐点 ,， 它们 在 直线 
mo 二 0 上. 对 曲线 (3.8.3) 来 说 定理 用 不 上 , 因为 它 只 有 一 个 抛 氮 (0, 0, 1). 

定理 3.8.3 任 二 拐点 均 可 通过 一 个 定理 3.8.1 中 所 述 的 反映 互 换 . 

因为 它们 的 连 线 还 含有 一 第 三 拐点 w( 定 理 3.8.2), 对 此 拐点 可 作 一 如 定理 3.8.1 
所 述 的 反映 , 它 将 任 一 直线 上 的 任 二 拐点 互 换 . 

由 定理 3.8.3 首先 就 可 推出 , 曲线 (3.8.1) 的 射影 不 变量 I 与 选 哪 一 个 拐点 作 
顶点 (0, 0, 1) 无 关 , 进一步 还 可 推 得 , 将 曲线 变 到 自身 的 射影 变换 群 G 递 次 交换 拥 
点 .G 中 保持 点 w 不 动 的 子 群 根据 定理 3.8.1 其 阶 次 至 少 为 2. 其 陪 集 可 将 w 变 为 
所 有 几 个 拐点 中 的 任 一 个 , 因此 群 G 的 阶 至 少 为 18. 


3.8.6 ”拐点 位 形 
现在 我 们 要 来 研究 一 无 二 重点 的 三 阶 曲 线 上 的 几 个 拐点 所 构成 的 位 形 ， 研 究 
的 方法 是 纯粹 组 合 性 的 . 
由 一 拐点 w 出 发 作 四 条 直线 , 使 其 每 一 条 另外 再 含 两 个 拐点 , 令 w 顺 次 为 九 
J 就 得 << = 12 条 连接 直线 , 它 与 九 个 拐点 一 起 
共同 组 成 一 “94 123 位 形 ”( 九 个 点 , 通过 每 一 点 有 四 条 直线 和 十 二 条 直线 , 在 它们 
的 每 一 条 上 有 三 个 点 ). 
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如 a1,az,a3 为 在 一 直线 g 上 的 三 个 拐点 , 则 通过 每 一 a1, az,as 还 有 三 条 全 部 
互 不 相同 的 直线 . 所 以 ( 连 g 在 一 起 ) 共有 1+9 = 10 条 直线 通过 ai,a2 或 as. 余下 
还 有 两 条 直线 , 它们 既 不 通过 ai, 也 不 通过 c 和 as, 设 hh 为 其 中 的 一 条 , b1,b2,bs 为 
位 于 九 上 的 抛 点 , 则 g,h 与 九条 直线 a;bx 就 已 是 通过 a1,a2,a3,b1,b2 或 bs 的 全 部 
直线 了 , 因此 在 那 12 条 直线 中 还 有 一 条 , 它 既 不 通过 ai, a2,as, 也 不 通过 b1, bo, bs. 
它 称 为 ! 并 通过 点 cl, cz, cs. 

因此 对 每 一 直线 9 联系 到 一 唯一 确定 的 三 直线 组 (g,h,7), 其 中 的 直线 包含 了 
所 有 的 拐点 , 因为 12 条 直线 中 的 每 一 条 属于 且 仅 属于 这 种 三 直线 组 之 一 , 所 以 这 
种 三 线 组 共有 四 个 . 因此 我 们 有 如 下 定理 . 

定理 3.8.4 三 阶 曲线 的 九 个 扬 点 可 按 四 种 方式 分 解 为 三 个 点 组 ,以 使 每 一 组 
均 在 一 直线 上 . 

将 一 种 这 样 的 分 解 记 为 


a1a2a3|b1b2bs|c1c2c, 

则 可 这 样 来 选 次 及 cx 的 编号 , 使 第 二 个 这 种 分 解 成 为 
aib1ci|a2b2c2|a3bacs. 

这 样 第 三 种 及 第 四 种 分 解 只 能 是 
albacs|azbacllasbico2， 
al1b3ca|a2bicslasbacl. 

选 坐标 系 使 四 个 点 ai, aa, ct es 具有 以 下 的 非 齐 次 坐标 : 

ai(1,1D);i a3(1,—1); ci(—1,1); cs(-1,—1). 


由 于 九 个 点 间 的 位 置 关 系 由 上 述 12 条 直线 给 出 , 所 以 其 余 的 点 只 能 限于 有 以 下 的 
坐标 : 


a2(1,w); b1(—w,1); bs(w,—1); c2(—1,—w); b2(0,0) (w = —3). 


因此 , 九 个 拐点 的 位 置 可 不 依赖 于 曲线 的 不 变量 I 唯一 地 确定 到 相差 一 射影 变换 
由 于 方程 wz = -3 在 实数 域 中 无 解 , 故 拐点 位 形 不 能 通过 实 点 来 实现 . 

如 将 上 述 四 种 三 直线 组 理解 为 退化 的 三 阶 曲线 , 则 其 中 两 个 决定 一 曲线 束 , 其 
基点 为 此 九 个 拐点 .原始 曲线 C 以 及 其 余 的 两 个 直线 组 也 属于 这 一 束 , 这 是 因为 
它们 都 通过 这 一 束 的 九 个 基点 . 根据 同样 的 理由 , C 的 Hesse 曲线 也 属于 这 一 束 、 
因而 此 束 也 可 通过 下 述 方程 给 出 : 


AIC 十 A2H = 0. 
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我 们 把 它 称 为 曲线 C 的 合 系 束 (syzygetische biischel). 

定理 3.8.5 如 平面 上 九 个 不 同 的 点 具有 定理 3.8.4 所 述 的 位 置 ， 并且 我 们 通 
过 它们 的 四 个 三 直线 组 中 的 两 个 决定 一 三 阶 曲线 束 (这 样 其 余 两 个 三 直线 组 自然 
就 属于 它 ), 那么 这 曲线 束 中 的 任 一 曲线 的 九 个 拐点 即 此 九 个 点 . 

证 了 明 如 ww 为 此 九 个 点 中 的 一 个 , 则 w 相对 于 束 中 曲线 的 第 一 极 系 作成 一 圆 
锥 曲线 束 , 当 且 仅 当 w 相对 于 一 通过 此 点 的 曲线 C 的 第 一 极为 退化 时 , 它 才 能 是 
曲线 C 的 拐点 . 现 该 束 有 四 条 准 线 以 w 为 其 拐点 , 这 四 条 就 是 定理 3.8.4 中 所 述 
四 个 三 直线 组 . 因此 , 在 该 圆锥 曲线 中 有 四 条 退化 的 圆锥 曲线 , 但 如 一 圆锥 曲线 束 
中 的 曲线 不 是 全 部 退化 的 话 , 则 它 至 多 只 能 有 三 条 退化 圆锥 曲线 . 因此 束 中 的 圆锥 


曲线 全 都 是 退化 的 , 即 w 为 束 中 所 有 曲线 的 拐点 . 口 
由 定理 3.8.5 得 知 , 合 系 束 中 的 所 有 曲线 Xi C 十 和 五 与 曲线 C 有 相同 的 拐点 . 
练 习 3.8 


1. 试 证 : 有 一 由 216 个 射影 变换 组 成 的 群 , 它们 将 拐点 位 形 以 及 斩 联 素 变 到 自身 . 由 定理 
3.8.1 中 的 反映 所 生成 , 将 束 中 每 一 条 曲线 变 到 自身 的 18 个 直射 (kollineationen) 所 组 成 群 是 
这 个 群 的 正规 子 群 . 

2. 曲线 (3.8.4) 以 及 (3.8.5) 上 由 一 直线 相交 所 得 的 三 个 点 的 参数 值 s,t,w 满足 方程 


S1t1U1 二 582t2uU2 一 0 
或 
Sit2U2 十 Ss2tiu2 十 s2t2u1 一 0 
或 再 引入 非 齐 次 参数 s = sl : so 之 后 分 别 为 
stu 一 一 | 
以 及 
5 十 t 十 4 二 0, 


3. 椭圆 函数 的 著名 加 法 定理 可 表述 为 : 一 直线 与 由 参数 表示 式 (3.8.6) 所 满足 的 三 次 曲线 
相交 出 的 三 个 点 的 参数 值 u,v,w 满足 关系 4 十 vo 十 w 三 0( 模 周期 ). 


83.9 三 阶 曲线 上 的 点 组 


我 们 要 来 研究 一 三 阶 曲线 Ks 上 与 另 一 曲线 六” 所 相交 得 出 的 点 组 中 .这 里 
多 重 交 所 还 按 其 重 数 作 多 个 点 计 入 . 我 们 以 后 总 假定 , 在 我 们 所 研究 的 点 组 内 设 有 
Ks 的 多 重点 , 因此 要 求 与 Ks 相交 的 曲线 Kn 应 避免 与 Ks 中 已 有 的 多 重点 相交 . 


J 反 组 的 原文 为 punktgruppe, 直译 应 为 “点 群 ”, 但 它 与 群 的 概念 毫 无 关系 . 它 只 不 过 是 表示 一 组 个 
数 为 有 限 的 点 其 中 同一 点 对 出 现 数 次 . 
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定理 3.9.1 当 在 由 一 m 阶 曲线 Km, 与 一 三 阶 曲线 Ka 所 相交 的 3m 个 点 中 
有 3 个 系 由 一 直线 G 与 Ks 相交 得 出 , 则 其 余 的 3(m 一 1) 点 系 由 一 (m 一 1) 阶 的 
曲线 有 Km-1 与 Ks 相交 得 出 . 

证 明 ” 设 直 线 G 的 方程 为 mo = 0, 曲线 Ks 的 为 f = 0, 曲线 Ki 的 为 Ff =0. 
现在 首先 就 来 证 明 Ks 与 G 的 y 重 交 点 5 也 是 Km 与 G 的 一 个 人/ 重 交点 . 这 一 
点 可 这 样 来 证 明 : Ks 在 5 处 的 线性 分 支 3 展开 式 中 就 1,7,… ,7+-! 这 些 项 而 言 
与 G 的 分 文 展 开 相 同 . 因此 如 形式 F 在 分 支 3 上 的 阶 大 于 等 于 几 则 它 在 直线 G 
相应 分 支 上 的 阶 次 也 至 少 为 jy. 从 而 点 8 至 少 为 Km 与 G 的 一 重 交 所 . 

现在 下 (x0, 2x1, 22) 与 flzoziza) 中 代入 zo = 0, 则 在 形式 F(zo, zx1,x2) 的 
零点 中 有 三 个 是 形式 /flzo,zl,za) 的 零点 , 连 其 重 数 算 入 ， 从 而 (0, x1, x2) 可 由 
f(0, zx1, zz) 除 尽 : 

F(0,731, 22) = f(0, 71, T2)9(71, 72), 
再 在 玉 与 内 补 上 含 因子 zo 的 项 , 则 得 


F(xo,71,7X2) = f(x0, 71, 72)9(71, 72) + zoh(zo, z1, x2) (3.9.1) 


由 式 (3.9.1) 得 出 , 形式 F(z) 在 曲线 f = 0 的 任 一 分 文 上 的 阶 数 等 于 形式 zoh(zx) 
的 阶 数 , 因此 斑 =0 与 了 =0 的 3m 个 交点 分 为 zo = 0 与 f=0 相交 的 三 个 交 乓 
加 上 hh=0 与 f=0 相交 的 3(m 一 1) 个 交 点 . 口 

我 们 先 从 定理 3.9.1 导出 儿 个 简单 的 结论 . 

定理 3.9.2 将 一 个 圆锥 曲线 K2 与 一 曲线 Ks 的 六 个 交点 成 对 地 用 三 条 直 
线 g1,92,93 连接 起 来 , 假设 这 三 条 直线 在 记 , 忆 , P3 处 与 曲线 Ks 第 三 次 相交 ， 则 
忆 , 忆 ,Ps 为 一 直线 与 Ks 的 交点 (此 6 十 3 个 点 中 允许 任意 多 个 互相 重合 , 但 圆锥 
曲线 不 能 含有 曲线 Ka 的 二 重点 ). 

证 明 Ks 与 马 轧 可 看 成 是 定理 3.9.1 中 曲线 Ki, 91 可 看 成 是 那里 的 直线 G， 
设 P 已 在 Q 点 与 Ks 第 三 次 相交 , 9g; 与 Ka 相交 于 hi, Bi. 那么 , As, As, Bz, Bs,P,Q 
在 一 圆锥 曲线 Ks 上 . 

这 六 个 交点 中 有 三 个 在 一 直线 上 , 它们 即 为 A, Bo, 到, 因此 ( 仍 根据 定理 3.9.1) 
A3BsQ 为 Ks 与 一 直线 Ki 的 交点 . 但 此 直线 是 gs, 因此 有 Q = Bs. 图 

在 Ks 退化 为 一 圆锥 曲线 与 一 直线 以 及 Ks 退化 为 两 条 直线 的 情形 下 ， 定 理 
3.9.2 包括 了 Pascal 定理 (及 其 极限 情形 ) 作为 它 的 特例 ( 试 作 一 图 ). 

我 们 也 可 直接 来 证 明定 理 3.9.2, 方法 是 从 由 曲线 Ks 与 9gigags 所 决定 的 曲线 
束 中 挑 出 这 样 的 一 条 样 线 , 以 使 它 还 包含 有 圆锥 曲线 K。 上 前 面 那 六 个 点 之 外 的 茶 
一 点 @, 那么 由 于 此 样 线 与 圆锥 曲线 有 七 个 公共 的 点 , 它 必 定 含 该 圆锥 曲线 作为 它 
的 一 部 分 . 它 的 男 一 部 分 为 一 含 点 , 忆 , P 的 直线 . 

如 令 定理 3.9.2 中 的 圆锥 曲线 退化 为 两 条 相 重 的 直线 , 则 我 们 得 如 下 定理 . 
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定理 3.9.3 考虑 直线 g 与 一 三 阶 曲线 Ks 的 三 个 交点 上 的 Ks 的 三 条 切线 ， 
令 另 外 再 与 曲线 相交 出 三 个 点 为 互 , 已 , 己 , 它们 在 同一 直线 上 . 

如 选 g 作为 两 个 拐点 的 连 线 , 则 我 们 又 重新 得 到 定理 3.8.2: 在 两 个 拐点 的 连 
线 上 总 有 一 第 三 拐 氮 . 

从 现在 起 我 们 假设 曲线 Ks 是 不 可 约 的 曲线 . 在 曲线 上 选 一 点 马 ( 目 然 它 不 应 
是 二 重点 ), 并 对 任意 两 个 点 PQ 定义 一 和 如 下 : 将 P,Q 的 连 线 与 曲线 的 交 氮 R&R 
与 古 连接 起 来 , 连 线 PyR' 再 与 曲线 相交 于 一 点 RR, 我们 定义 P+Q8 = RV. 

所 述 求 和 的 运算 显然 是 可 换 的 且 有 唯一 确定 的 逆 运 算 , 点 玉 为 此 一 运算 的 零 
元 素 : 

P+DP=P. 
我 们 来 证 明 这 个 求 和 也 满足 结合 
(P+Q)+R=P+(Q+R). 


令 P+Q=5,5+R=7T,Q++RR=U, 则 所 要 证 明 的 就 是 PP 十 U=7T, 根据 和 的 定 
义 可 有 以 下 相交 的 关系 : 


PQS' 由 一 直线 g! 相交 得 出 ， 


SS' 由 一 直线 hi 相交 得 出 ， 
SRT' 由 一 直线 g。 相交 得 出 ， 
PoTT' 由 一 直线 1 相交 得 出 ， 
QRU' 由 一 直线 hs 相交 得 出 ， 
PoUU"' 由 一 直线 gs 相交 得 出 . 


我 们 来 证 明 PUT' 也 可 由 一 直线 hs 相交 得 出 . 为 此 我 们 应 用 定理 3.9.1. 点 PQS'S 
RIT'PyUU!’ 为 由 一 三 阶 曲 线 G19293 相交 得 出 ， 但 PoSS’ 为 由 hi 相交 得 出 ， 所 以 其 
余 的 点 PQRT'UU' 应 由 一 圆锥 曲线 相交 得 出 . 但 QRU' 系 由 h。 相交 得 出 , 因此 
( 仍 根据 定理 3.9.1), PT'U 应 由 一 直线 hs 相交 得 出 , 由 此 立即 得 已 + 过 = 了 这 是 
因为 BJTT' 系 由 一 直线 ! 相交 得 出 的 . 因此 , 这 个 求 和 的 运算 满足 求 和 的 所 有 通常 
规则 . 

现在 我 们 来 证 明 下 述 有 决定 意义 的 定理 . 

Q@ 如 果 我 们 从 代数 函数 域 中 的 除 子 类 理论 或 椭圆 函数 的 理论 出 发 , 则 可 自然 地 导致 这 个 初 看 起 来 有 点 
令 人 感到 奇异 的 定义 即 如 我 们 将 曲线 上 点 的 坐标 表 为 w 的 椭圆 函数 ,以 使 Po 对 应 的 参数 值 为 0, P 对 应 
的 为 up;Q@ 对 应 的 为 we 以 及 RR 所 对 应 的 为 ug, 则 有 wp 二 ue = wuR( 模 周期 ), 证 : 设 直线 PQR' 与 
PoRR' 的 方程 为 l1 = 0 与 12 = 0, 则 比值 41 : 12 为 曲线 上 变 点 坐标 的 有 理 函 数 ， 从 而 也 就 是 v 的 一 椭圆 
函数 , 该 函数 的 零点 为 up 与 wo, 极点 为 wR 和 0. 可 是 一 椭圆 函数 的 零点 的 和 减 去 极点 的 和 必 为 一 周期 ， 
由 此 得 4P 十 VQ 一 人 R 一 0. 
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定理 3.9.4 Ks 与 一 mm 阶 曲线 Ki 的 3m 个 交点 51,.… ,Sam 满足 下 述 方程 
91 十 52 十 … 十 .Sam =mP, (3.9.2) 


其 中 已 为 一 固定 点 , 即 在 PP 处 的 切线 与 Ks 的 第 三 个 交点 . 

我 们 通过 对 m 的 完全 归纳 法 来 证 明 . 对 m = 1 的 情形 上 述 论 断 可 立即 由 和 
S51 十 S52 十 S53 = (51 十 52) 十 53 的 定义 推 得 如 RR 即 为 53 记 与 该 曲线 的 第 三 个 交 
反 , 则 由 于 S15253 在 直线 上 , 故 有 51 + 52 = R,R+ 53 = Pi. 现在 我 们 假设 论断 对 
(m 一 1) 阶 的 曲线 成 立 . 515, 与 曲线 第 三 次 相交 是 在 P; 5354 则 在 8, PQ 则 在 R. 
那么 , 点 9 …… , Ssm, PQ, 将 可 由 一 (m 十 1) 阶 的 曲线 与 Ks 相交 得 出 ,此 m+ 填 1 
阶 曲线 是 由 Ki 与 直线 PQR 组 成 . 在 这 些 点 中 S51, 52,P 是 由 一 直线 相交 得 出 , 故 
根据 定理 3.9.1, 点 组 53,… ,Sa @, RR 应 由 一 m 阶 曲线 交 出 , 但 5354Q 是 由 一 直 
线 相交 出 的 , 因此 55,… , Sam, RR 应 由 一 (m 一 1) 阶 曲 线 K,_1 相交 得 出 . 因而 由 
归纳 的 前 提 假 设 有 

55 十.… 十 Sam 十 R= (m1)Rn. 


在 上 式 的 两 边 加 以 
Si1+ S52+P=P, 


S354 二 +Q= PPD, 


则 得 
5S1 十 S2+… 十 Sam 十 P+Q@+R= (m+l1)R. 


再 从 上 式 减 去 P+Q+ 玉 = 叫 , 则 得 到 结论 (3.9.2). 口 

由 定理 3.9.4 有 : 在 一 固定 曲线 Ks 与 一 不 通过 它 的 二 重点 的 曲线 Km, 所 相交 
出 的 3m 个 点 中 的 任 一 个 均 可 由 其 余 3m 一 1 个 唯一 地 确定 . 

现在 我 们 来 证 明 , 51 十 … 十 53m_1 这 3m 一 1 个 交点 可 选 为 Ks 上 的 任意 的 点 ， 
除了 不 能 选 为 二 重点 以 外 . 换 名 话说 , 通过 Ks 上 的 每 3m - 1 个 点 至 少 有 一 不 包 
含 Ks 的 m 阶 曲线 .对 m= 1 及 m=2 的 情况 来 说 上 述 结论 是 很 清楚 的 . 因此 , 我 
们 取 m > 3 的 情形 来 考虑 . 所 有 通过 3m - 1 个 给 定点 的 KK 作成 的 线性 族 其 维 数 
至 少 为 


m(m 十 3) _ m(m 一 3) 


但 由 所 有 包含 Ks 作为 其 组 成 部 分 的 Km( 即 Km = K3Km_1) 组 成 的 线性 系 
维 数 为 


(m 一 3)m 


2 
前 者 维 数 较 大 ， 因此 通过 1 …， ” ) 93m -1 确 有 一 不 含 Ks 的 mm 阶 曲 线 Knm,, Knm, 与 
Ks 的 第 3m 个 交点 系 由 式 (3.9.2) 所 确定 的 点 Sa 因此 我 们 有 如 下 定理 . 
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定理 3.9.5 Ks 上 的 3m 个 点 为 由 与 一 不 含 Ks 的 m 阶 曲线 Km 所 相交 得 出 
的 充分 且 必 要 条 件 为 式 (3.9.2) 成 立 . 

由 定理 3.9.5 可 直接 推 得 定理 3.9.1 及 定理 3.9.2 的 一 个 推广 . 

定理 3.9.6 在 Ks 与 一 Kmin 的 3(m 十 n) 个 交点 中 如 有 某 3m 个 系 由 与 一 
Km 所 相交 得 出 的 , 则 其 余 3n 个 点 可 由 与 一 Kn 所 相交 得 出 . 

因为 由 


91 十 92 十 … 十 93m+3an 一 (mm 十 1) 户 
减 去 
01 十 92 十 …: 十 93m = 二 mmPD 
得 
am+l1 十 … 十 93m+3n 二 ni. 


最 后 我 们 还 要 证 明 如 下 定理 . 

定理 3.9.7 如 Km 与 Ki 从 Ks 相交 出 相同 的 3m 个 点 的 点 组 ， 则 在 Km 
与 K'， 的 曲线 束 中 有 一 退化 曲线 K3Km_3, 且 Km 与 天 的 mm2 个 交点 中 其 余 
7 一 3 一 mm 一 3) 个 在 Kn_3 上 . 

证 明 设 @Q 为 Ks 上 不 在 点 组 的 3m 个 点 内 的 任 一 点 . 在 由 Km 与 天 所 张 
成 的 曲线 束 中 有 一 通过 Q 点 的 曲线 . 该 曲线 与 Kas 有 3m 十 1 个 公共 点 , 因此 它 含 
有 Ks, 故 可 将 它 表示 为 KaKm-_s. Km 与 Ki 的 交点 为 此 曲线 束 的 基点 , 因此 Ki 
与 KaKm-s 的 交点 ( 即 Ki 与 Ks 的 交点 加 天 wm 与 Km_s 的 交 乓 ) 也 是 基 氮 .， 口 

定理 3.9.5~ 定理 3.9.7 有 非常 多 的 应 用 , 我 们 只 能 取 其 中 几 个 来 谈 一 谈 . 首先 
我 们 再 一 次 回 到 拐点 位 形 的 问题 上 . 拐点 总 是 有 一 个 的 , 我 们 可 以 假设 忆 为 拐点， 
因此 有 忆 = 忆 ; 我 们 将 此 点 记 为 O( 零 点 ). 确定 拐点 W 归结 为 解 下 列 方程 


3W = 0O. 
如 除了 W = oO 的 解 外 还 有 一 个 解 U0, 则 27 = U 十 U 是 一 解 , 并 且 有 
O+U+2U=0O0 


而 O,U,2U 这 三 个 拐点 在 一 直线 上 . 如 除 0O,U,2U 外 还 有 一 拐点 V, 则 就 有 九 个 
不 同 的 拐点 : 
O U 2U, 
V UVU+V 2U0+V, (3.9.3) 
2V U+2V 2U+2V. 
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这 也 是 最 大 的 数目 了 . 实际 上 , 我 们 前 面 已 知 , 三 类 曲线 II, II, I 顺 次 只 有 一 个 、 三 
个 和 九 个 拐点 . 这 九 个 拐点 的 位 形 立即 可 由 式 (3.9.3) 得 知 : 它们 中 三 个 点 在 一 直 
线 上 的 条 件 总 是 其 和 为 零 式 (3.9.3) 中 的 行 和 列 正 是 这 种 情形 , 此 外 只 包含 每 行 和 
每 列 中 的 一 个 点 的 三 元 组 (如 同行 列 式 的 项 ) 也 是 这 种 情形 . 

现在 就 得 到 : 一 实 三 阶 曲线 有 一 个 或 三 个 实 扬 点 . 

有 一 个 实 拐 扣 的 原因 是 因为 虚 拐 点 只 能 是 共 轿 地 成 对 出 现 , 因为 我 们 可 选 一 实 
描 点 为 五 , 这 样 如 UU 为 一 第 二 个 实 拐点 , 则 27 也 是 实 拐点 , 从 而 就 有 三 个 实 拐点 
O,U,2U, 第 四 个 点 拐 实 不 可 能 再 有 了 , 因为 这 样 整 个 拐点 位 形 (3.9.3) 全 都 是 实 的 ， 
而 根据 83.8 这 是 不 可 能 的 . 

所 谓 曲线 Ks 一 点 PP 的 切线 割 点 是 指 P 处 的 切线 与 曲线 的 第 三 交点 , 切线 割 
点 Q 可 由 下 式 来 定义 : 

2P+Q=P. 


对 一 给 定 的 切线 制 点 Q 在 第 I 类 型 的 曲线 上 有 四 个 P 点 , 在 第 II 类 曲线 上 有 两 
个 PP 点 ,在 第 II 类 曲线 上 有 一 个 P 点 . 因此 方程 : 


2X = 已 -Q (3.9.4) 


总 有 解 , 根据 曲线 的 类 型 其 解 分 别 有 四 个 、 两 个 或 一 个 . 
现在 我 们 来 研究 一 条 第 一 类 的 曲线 ， 也 即 一 无 二 重点 的 Ks, 如 和 与 了 为 
(3.9.4) 的 两 个 解 , 则 其 差 X -了 Y 为 下 述 方程 : 


2(X-Y)=P-P 


的 解 , 因此 也 就 是 其 切线 割 点 为 P 的 那 四 个 点 中 的 一 个 . 设 这 四 个 点 为 PP, D1, D，， 
D;s. 这 样 方程 (3.9.4) 的 所 有 解 可 由 它 的 一 个 解 了 加 上 户 , D1, D。 或 Ds 得 到 . 对 
应 关系 


X=Y+D; (i = 1,2, 3), 


对 每 一 i 而 言 为 一 周期 为 2 的 一 一 对 应 , 即 如 和 = 了 + Di, 则 也 有 YY = XX + Di， 
因此 在 曲线 上 有 三 个 点 偶 (X,Y) 的 对 合 变换 , 以 使 总 有 六 关 站, 而 且 针 与 YY 总 
是 有 同一 切线 割 点 . 在 每 一 对 合 变 换 下 , 每 一 点 已 与 点 了 一 对 一 地 对 应 着 , 而 点 
Y 也 以 同样 的 方式 与 X 相对 应 . 

由 一 变动 曲线 点 4 作出 的 切线 有 一 个 值得 注意 的 性 质 , 就 是 它 的 交 比 为 一 常 
数 , 这 一 点 可 由 下 述 定 理 推出 . 
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定理 3.9.8 ”从 曲线 上 的 一 固定 点 @ 出 发 作 所 有 能 与 曲线 再 相交 于 两 点 41， 
hz 的 直线 a, 然后 再 将 41 与 A2 同 曲 线 上 另 一 国定 点 9 相连 , 并 求 出 这 两 条 连 线 
与 曲线 的 第 三 交点 Bl, Bo, 则 连 线 0 = BiB。 全 都 通过 曲线 上 的 一 定点 尺 , 如 直线 
a 历 遍 直线 束 @, 则 ! 历 遍 直线 束 民 , 而 且 对 应 a 一 b 为 一 射影 变换 . 
证 明 ”我 们 有 
Q+Ai+A,= PP, 
41 十 9 十 DPI = 户 ， 
42 十 9 二 Do = 万 ， 
Bi+ B++R=P. 


由 此 通过 相 加 与 相 减 即 得 
Q+R-2S=0. (3.9.5) 


由 此 RR 的 确 是 常数 (与 直线 a 无 关 ), 对 应 a 一 b 虽然 是 一 一 对 应 , 为 了 证 明 它 是 
一 射影 变换 , 我 们 给 直线 a 选 一 固定 位 置 a', 然后 按 所 述 方 程 作出 点 A1, As, B1, BS 
以 及 直线 %, 以 C 表示 a 与 % 的 交点 , 以 C' 表示 a 与 b 的 交点 , 并 且 来 证 明 ， 
5, C, C' 在 一 直线 上 . 为 此 我 们 应 用 定理 3.9.7 中 m = 4 的 情形 , 令 KK 由 四 条 直 
线 a,b, A 和 1SB', A5SBs 组 成 , 同样 令 K' 由 四 条 直线 a',b', A415B1, 425B 组 成 . 因 
此 , Km 与 天 同 曲线 Ks 相交 出 同一 点 组 : QA14241 A54SSB1B2B1 BsR. 因此 根 
据 定理 3.9.7 其 余 四 个 交点 8, 5,C, C' 在 一 直线 上 . 对 应 a 一 b 可 实施 如 下 : 令 a 
与 W 相交 , 再 从 5 出 发 将 此 交点 投影 到 ow, 然后 再 将 所 得 点 与 R 相连 . 因此 这 个 
对 应 是 一 个 射影 变换 . 口 

对 给 定 的 @ 与 R, 以 方程 (3.9.5) 为 基础 总 可 找到 一 适当 的 5. 

如 我 们 特别 地 选 a 为 一 切线 , 则 将 有 A = 42, Bi1 = Bo, 从 而 b 也 为 一 切线 . 
因此 , 由 8 点 出 发 的 四 条 切线 与 自 R 出 发 的 四 条 切线 成 射影 对 应 并 有 相同 的 交 比 . 
由 于 8 与 RR 为 任意 的 曲线 点 , 故 有 如 下 定理 . 
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定理 3.9.9 由 曲线 及 3 上 一 点 Q 出 发 作曲 线 的 四 条 切线 , 它们 的 交 比 与 @ 点 
的 选择 无 关 . 
如 选 @ 为 一 拐点 , 则 此 四 切线 中 有 一 为 拐点 切线 . 令 Q 为 (0,0,1) 并 令 切线 为 直线 
zo = 0, 则 可 推 得 定理 3.9.9 中 所 述 的 交 比 等 于 比值 生 一 ,其 中 e1,e2,63 为 $3.8 
中 标准 形式 (1) 内 的 多 项 式 4z3 _ oz gs 的 三 个 根 .， 

练 习 3.9 

1. 一 无 二 重点 的 三 阶 曲线 有 三 组 三 次 相 切 的 圆锥 曲线 . 在 每 一 组 中 这 三 个 切 点 有 两 个 可 任 

意 选 定 ; 之 后 第 三 个 就 被 唯一 地 确定 . 


2. 与 一 无 二 重点 的 三 阶 曲线 在 一 点 6 重 相 切 的 非 退 化 的 圆锥 曲线 共有 27 条 . 其 切 点 的 求 
法 是 , 由 该 九 个 拐点 的 每 一 个 出 发 向 曲线 作 三 条 切线 . 


83.10” 奇 点 的 分 解 


设 f(mo,h1m) = 0 为 一 阶 次 n > 1 的 非 退 化 平面 代数 曲线 . 我 们 要 把 此 曲线 转 

变 为 另 一 除了 具有 r 条 不 同 切 线 的 重点 外 不 再 有 别 的 奇 点 的 曲线 , 完成 这 个 任 

务 的 工具 是 一 将 平面 变 到 自身 的 双向 有 理 变换 (Cremona 变换 ), 它 可 由 公式 给 出 
如 下 : 

C0 : 51 : C2 = N17 : 712710 : Mom, (3.10.1) 


m0 : M1 : 92 = C162 : C2C0 : 0061. (3.10.2) 


式 (3.10.2) 是 在 momlma 承 0 的 情形 下 式 (3.10.1) 的 解 , 这 一 点 是 很 清楚 的 , 因此 变 
换 (3.10.1) 也 是 它 自 己 的 逆 变 换 , 除了 基本 三 角形 的 边 以 外 它 还 是 一 个 一 一 变换 ， 
但 m = 0 这 一 边 上 的 所 有 点 被 变换 为 它 对 面 的 顶 角 C1 = c = 0, 其 余 两 边 的 变换 
情况 也 是 相似 的 . 至 于 基本 三 角形 顶点 , 根据 式 (3.10.1) 变换 结果 是 未 定 的 . 

将 比值 (3.10.2) 代入 所 给 曲线 f(mo,m1,m) 的 方程 中 则 得 变换 后 的 方程 为 


f (4162, 6260, 4001) = 0. (3.10.3) 


如 原始 曲线 不 通过 基本 三 角形 的 项 点, 则 对 此 曲线 上 的 每 一 点 有 曲线 (3.10.2) 上 
唯一 确定 的 一 点 与 之 对 应 , 并 后 者 (根据 83.4) 是 不 可 约 的 曲线 , 但 如 f = 0 通过 
一 顶点 . 例如 , 通过 (1,0,0)， 则 f (yo, yi1, y2) 中 的 项 均 可 由 yi 或 yo。 除 尽 ， 因 而 
可 自 f(z122, Z220, ZO0%1) 分 出 因子 wo. 如 f=0 在 (1,0,0) 处 有 一 + 重点 ， 则 自 
f(z1z2, z2z0,z0z1) 中 恰好 可 分 离 出 因子 zs?. 因此 我 们 令 


f(z122, Z220, 2021) = 2027259(20, Z1, Z2), (3.10.4) 
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并 称 9g(C) =0 为 上 =0 的 变换 曲线 . 
通过 代 换 
20 二 Viy2， 2 三 V2Vy0， 2 三 2V0V1， 


可 由 式 (3.10.4) 得 


(yoyi1y2)" f(y) = ye yt yst sg(yiy2, yayo, YoY1), 


—S—t, nt—r 


g(y1Y2,Yy2yo0, yoy1) = 0 Yr "Ysf(yo,Y,Yy2). (3.10.5) 
因此 , 反 过 来 f = 0 也 是 9 = 0 的 变换 曲线 , 如 果 g(z0, z1, z2) 是 可 分 解 的 , 那么 根 
据 式 (3.10.5)f(yo,y1,y2) 也 就 会 是 可 分 解 的 , 这 与 假设 相 了 矛盾 . 因此 , g(C) = 0 为 一 
不 可 分 解 的 曲线 . 
通过 对 zo 的 微分 可 由 式 (3.10.4) 推 得 


ZzZ1f0(Z122, Z220, 2021) + zof{ (2122, Z220, Z021) 


— t—1 上 / 
=12021 Zo 9(20， Z1) Z2) 十 20272292(20， 1)， 22 )， 


其 中 角 , 有 1, 彤 为 f 的 导 函 数 , gb,g',gs 为 9 的 导 函 数 . 在 此 方程 的 两 边 同 乘 以 z。 
并 应 用 下 述 欧 拉 恒 等 式 : 


yofo(y) + fi(y) + yf(y) = nf (y), 
则 有 


nf(z122, Z220, 2021) 一 Zo0Z1 fs (2122, Z220, 2021) 
=tz0zf2tg(2) + 202325t 1 gs (z0, 21, 22). 
对 为 外 两 个 导 函 数 月 , 有 自然 也 有 类 似 的 方程 
在 每 一 有 理 变 换 下 对 曲线 f = 0 的 每 一 分 支 有 曲线 9 = 0 的 唯一 确定 的 分 支 
与 之 对 应 , 反之 亦 然 . 如 mo(r),mi(r),ma(r) 为 曲线 f = 0 的 一 分 支 ; 的 震级 数 展 
开 , 则 求 曲线 g = 0 的 相应 分 支 3# 的 方法 如 下 : 首先 作 乘 积 m1 (7)nz(7), m2 (7)no(7)， 
no(7)m(7), 然后 由 此 三 个 戎 级 数 分 出 一 公共 的 因子 7^: 


Go(7) 六 二 mi(T)7a(7)， 
C1(7)7 三 (7)7o(7)， 
Gz(T)7T^ = no(7T)m (7). 
因子 全 仅 当 分 文 3 的 起 点 为 坐标 三 边 形 的 一 个 顶点 时 才 会 出 现 . 我 们 先 设 这 个 顶 
点 为 (1,0,0), 并 设 分 支 的 切线 不 为 坐标 三 边 形 的 边 , 则 此 分 支 的 罕 级 数 展开 就 成 为 
no(7) = 1, 
m(7) = bar + briTetl+... (bx #0), (3.10.7) 
m2(7T) = ckT + eetiT tl+... (ck #0). 


(3.10.6) 
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由 此 知 入 ==, 并 且 


C1(7) = ck + ck+1T 十， (3.10.8) 


Co(T) 一 DCKT 2 十 (bx CK 十 1 十 DAI1CR)JTe+1 十 ……， ) 
C2(7) = Ox 十 bk-17T 十 “+ 


因此 在 此 种 情况 下 分 支 3 的 起 点 在 坐标 三 边 形 的 对 边 上 . 如 反 过 来 由 3 出 发 作 乘 
积 : 


m(7) = C2(7)¢C0(7), 
m2(7) = Go(T)G1(7)， 


则 在 忽略 一 无 关 紧要 的 因子 (7)C2(7) 的 条 件 下 , 我 们 又 回 到 原 分 支 3. 

现在 我 来 讨论 “ 奇 点 的 分 解 ”. 取 曲 线 f = 0 的 一 确定 的 奇 点 , 即 一 多 重点 O， 
将 它 来 进行 分 解 , 即将 它 转化 为 多 个 简单 的 奇 点 . 取 坐 标 三 边 形 的 顶点 (1,0,0) 于 
O 点 , 其 余 的 两 个 顶点 在 曲线 之 外 且 如 此 选择 , 以 使 坐标 三 边 形 的 边 没 有 一 条 是 曲 
线 的 切线 , 且 除 O 点 外 不 再 含 曲线 的 多 重点 . 这 样 , 在 方程 (3.10.4) 中 有 s = 上 = 0， 
而 7 就 给 出 O 点 的 多 重 性 . 现在 我 们 分 三 步 来 进行 研究 . 

(1) 变换 对 O 点 分 支 的 作用 . 

(2) 对 在 三 边 形 的 边 与 曲线 交点 处 的 分 支 的 作用 . 

(3) 对 其 余 曲 线 点 及 其 分 支 的 作用 . 

我 们 对 奇 点 O 的 复杂 性 引进 一 个 度量 , 即 点 O 作为 f = 0 与 一 点 P 的 配 极 
系 的 交点 重 数 , 此 点 P 选择 得 使 此 相交 重 数 为 最 小 , 如 O 为 一 简单 点 , 则 此 度量 的 
值 为 零 , 在 多 重点 的 情形 下 它 总 是 大 于 0. 

曲线 与 该 配 极 系 的 相交 重 数 系 由 O 点 各 个 分 支 所 贡献 的 部 分 的 总 和 . 现在 我 
们 要 求证 明 , 如 O 确 为 一 多 重点 , 即 + > 1, 则 O 点 的 每 一 单独 分 支 ; 所 做 的 贡献 
在 上 述 Cremona 变换 下 总 是 要 减 小 . 

我 们 将 把 C0, 1, cz 理解 为 究 级 数 (3.10.8), 把 m0, ,mm 理解 为 与 式 (3.10.7) 成 
比例 的 宕 级 数 


mo(7) = C1(7)C2(7), 


7110 二 0162， MN = 0260， 712 = 6061. 
它 所 描述 的 是 分 支 3. 点 P(ro, 7 72) 的 极 系 的 方程 为 


nrofo(n) + mfi(n) + 72f2(n) = 0, 


并 且 它 与 分 支 ; 相交 的 重 数 大 于 等 于 震级 数 太 (n), fi(m), 龙 (n) 的 最 小 阶 数 , 通常 ( 除 
了 点 忆 为 特殊 位 置 外 ) 等 于 这 个 最 小 数 . 我 们 可 以 假设 坐标 三 边 形 的 顶点 (0,0,1)， 
不 具有 这 样 特殊 的 位 置 , 以 至 于 宕 数 彤 (n) 的 阶 数 六 刚好 等 于 这 个 最 小 数 
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如 在 将 式 (3.10.6) 中 的 20,21;22 代 以 00,4,C2， 则 由 于 s = t= 0,j7) = 
0,9(C) = 0, 故 有 
—CoC1f2(m0,m, m2) = 66292(C0, 61, 62)) 
或 再 约 去 Co 后 得 
-G1fs(mo, mm) = 6 292 (C0, 61, C2). (3.10.9) 
方程 的 左边 的 次 数 刚好 是 14 因为 根据 (3.10.8)6G: 的 阶 数 等 于 0, 右边 因子 人 一 的 
阶 数 为 (r 一 1)k, Ga 的 阶 数 为 0, 因此 因子 %(Go, Go G) 的 阶 数 为 


/一 (个 一世 KE < 1 


因此 g4(C),g1 (0), 0) 的 阶 数 中 最 小 的 值 就 要 小 于 人 这 样 , 分 文 与 极 系 的 最 小 重 
数 在 Cremona 变换 下 确实 在 减 小 . 

现在 我 们 来 讨论 坐标 三 边 形 与 曲线 的 交点 . 如 一 个 这 样 的 点 在 梭 边 mn。= 0 上 ， 
那么 由 于 交点 为 一 简单 点 , m2 的 阶 数 为 1, 而 mo 与 太 的 阶 数 则 为 零 : 


10 一 ao 十 QI7 十 … (ao 天 0)， 
71 一 bp0 十 DT 十 (bo 0), 
712 三 C1T 十 …: (cl A 0). 
变换 后 的 分 支 则 为 
C0 = 7172 三 00c17T 十 … ， 
61 三 912710 二 Q0C1T 十 ， 
C2 = Mom = Qobo 十 :… . 
因此 所 涉及 的 是 在 点 (0,0,1) 处 的 线性 分 支 , 其 切线 方向 由 比值 bo : ao 给 定 , 从 而 
与 我 们 出 发 点 (ao, bo,0) 在 对 边 上 的 位 置 有 关 . 因为 要 假设 由 曲线 f =0 与 在 O 处 
的 棱 边 的 交点 全 部 都 是 不 同 的 , 因此 变换 后 在 坐标 三 边 形 顶 点 处 的 线性 分 支 有 完全 
不 同 的 切线 , 因此 经 过 Cremona 变换 后 出 现 了 新 的 奇 点 , 即 纯 粹 是 具有 分 离 切 线 的 
线性 分 支 的 多 重点 . 
另外 , 还 要 研究 既 不 在 基本 三 边 形 的 顶点 , 也 不 在 其 棱 边 上 的 点. 对 这 些 后 来 
说 Cremona 变换 是 一 对 一 的 . 它 将 线性 分 支 仍 变 为 线性 分 文 (这 可 容易 地 检验 )， 
并 且 将 分 支 在 这 些 点 上 的 切线 方向 也 进行 一 对 一 的 变换 . 因此 简单 点 变 为 简单 点 . 
具有 9 条 分 离 切 线 的 g 重点 仍 变 为 这 种 点 . 如 讨论 的 是 奇 点 , 由 于 式 (3.10.9) 在 此 
也 成 立 , 故 可 推 得 在 此 种 情形 下 分 支 与 配 极 系 的 相交 多 重 性 保持 不 变 , 因此 奇 点 的 
复杂 性 的 度量 不 会 变 大 . 
现在 来 对 每 一 曲线 f = 0 定义 一 整数 (7), 它 是 所 有 奇 点 (不 仅 是 具有 分 离 切 
线 的 多 重点 ) 奇 异 度 之 和 , 由 前 述 可 知 , 如 数 j.(7) 不 为 零 , 则 通过 一 适当 的 Cremona 
变换 总 可 将 它 减 小 . 通过 有 限 次 这 样 的 变换 则 有 yu(f) = 0, 因而 我 们 有 下 述 定理 : 
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每 一 不 可 约 曲 线 f =0 可 通过 一 双 有 理 变 换 变 为 这 样 的 一 条 曲线 , 它 只 有 “ 正 
规 ” 奇 点 , 即 为 具有 分 离 切 线 的 多 重点 . 


练 习 3.10 
试 证 : 上 述 定 理 对 退化 曲线 也 成 立 . 
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设 m 为 一 平面 不 可 约 曲线 K 的 阶 数 , m' 为 它 的 类 数 . 对 K 的 所 有 非常 点 计 
算出 其 特征 数 (k,1) 并 作 和 
3 一 >》 (KR 1), 


s =D-1), 
其 中 s 称 为 “ 尖 点 数 ”, s' 为 “拐点 数 ”. 实际 上 , 如 它 除 了 尖 点 (2,1) 和 拐点 (1,2) 
外 没有 别 的 非 通常 的 分 支 , 则 s 确 为 尖 点 个 数 , s' 确 为 拐点 个 数 . 
现 令 
m +s— 2m >= 2p—2, (3.11.1) 
并 称 由 式 (3.11.1) 所 确定 的 有 理 数 p 为 曲线 的 亏 格 (geschlecht), 以 后 我 们 会 看 到 
7 为 一 大 于 等 于 0 的 整数 , 并 为 双 有 理 变换 下 的 不 变量 . 
首先 我 们 来 将 亏 格 的 定义 转化 为 男 一 种 形式 , 为 了 简单 起 见 再 设 点 (0,0,1) 不 
在 曲线 上 . 我 们 来 研究 曲线 K 的 一 般 点 (1,w,w), 其 中 w 为 _ 的 代数 函数 , 并 且 考 
虑 这 个 函数 w 的 分 歧 点 , 即 w 的 这 样 一 些 值 (= a 或 oo), 在 该 处 有 多 个 窜 级 数 展 
开 wi,… ,wn 形成 一 闭 链 . 分 歧 阶 数 h 即 为 在 相应 分 支 上 函数 ww 一 a( 或 u-!) 的 阶 
数 . 现在 如 回想 一 下 分 支 的 分 类 (83.6), 则 可 见 有 


h = 二, 如 分 支 切线 不 通过 (0, 0, 1)， 
h = 二 上 十 1 如 分 文 切线 通过 (0,0,1). 


由 此 通过 对 所 有 大 于 1 的 h 求 和 就 可 推 得 
> ( -ID)=>》(E-D+》 


其 中 后 面 一 项 和 只 对 其 切线 通过 (0,0,1) 的 分 支 来 求 , 因此 3、1 为 自 (0,0,1) 出 
发 的 切线 的 重 数 之 和 , 也 就 是 类 数 m/, 和 数 》、(h 一 1) 称 为 v 的 代数 函数 w 的 分 歧 
数 w. 最 后 有 >》 (k 一 1) = s, 因此 


一 7 十 8. 
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如 将 它 代 入 式 (3.11.1), 则 得 
Ww — 2m = 2p — 2. (3.11.2) 


用 语言 来 叙述 : 一 代数 函数 w 的 分 歧 数 减 去 其 阶 数 的 2 倍 等 于 2p 一 2, 其 中 p 为 
相应 代数 曲线 的 亏 格 

至 今 点 (0,0,1) 一 直 是 假设 在 曲线 之 外 的 , 但 在 此 点 为 仅 有 通常 分 支 的 曲线 上 
一 gq 重点 的 情形 下 , 也 不 难 证 明 这 个 定理 . 此 时 函数 w 的 阶 数 将 不 等 于 m, 而 为 
m -gq, 同样 》 也 将 不 等 于 m/, 而 为 m' - 2g, 由 此 得 


Ww — 2m = 2p — 2. 


亏 格 与 函数 体 KK(w,w) 的 微分 有 密切 的 关系 . 这 一 点 可 理解 如 下 . 目 变 量 的 微 
分 du 为 一 纯粹 的 符号 , 或 者 如 果 愿 意 的 话 , 为 一 不 定量 . 再 如 7 为 体 中 的 任 一 函 
数 , 则 令 


d7 
dn = 一 dv. 
1 du 


我 们 把 微分 dw 在 一 曲线 分 文 上 的 阶 数 理解 为 微 商 du/dr 作为 位 置 单 值 化 变 
量 7 的 函数 的 阶 数 , dn 的 阶 数 则 相应 地 为 下 式 的 阶 数 


dy _ ndu 
dr dudr 


如 wv 一 a 在 一 分 支 上 的 阶 数 为 h: 
4 一 Qw 一 cpnT 十 ， 


则 dw 的 阶 为 h 一 1, 因为 通过 微分 有 


d 
on ~ hepTr-!++... , 
d7 


只 有 在 分 歧 点 上 h 才 异 于 1; 因此 对 微分 du 来 说 , 在 其 上 它 的 阶 数 不 为 零 的 分 支 
只 有 有 限 条 . 如 在 一 w= oo 的 分 支 上 , 则 有 


U1l= chT? 二 +.…,， 
U= Cr iT.…， 

du 

dr 


因此 在 那里 dw 的 阶 数 为 -hh 一 1. 现 有 


一 —1 —h—1l 
= 一 Ac， 7 十 …， 


—h—1=(h—1)— 2n. 
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微分 du 在 所 有 分 支 上 的 阶 数 之 和 将 为 
> (Ph -1D-》 2h=w-2m=2p—2, 


其 中 》 表示 对 所 有 v = oo 的 分 支 求 和 . 因而 也 即 对 曲线 与 mo = 0 的 直线 的 交 
点 求 和 . 由 于 这 些 交点 在 每 一 分 支 上 的 重 数 为 故 5~h 将 等 于 曲线 的 阶 数 内 


因此 : 

微分 du 在 所 有 分 支 上 的 阶 数 之 和 等 于 2p 一 2. 

但 是 这 不 仅 对 dw 成 立 , 而 且 对 每 一 微分 

d 
dn = 村 du 

也 成 立 ， 这 是 因为 匀 下 “ 为 体 中 的 一 个 函数 , 而 这 样 一 个 函数 在 所 有 分 支 上 的 阶 数 之 
和 等 于 零 (83.5). 

根据 这 点 说 明 可 立即 推 得 亏 格 的 不 变性 定理 : 

如 两 曲线 f 二 0 与 g = 0 可 通过 一 双 有 理 变 换 互 相 转 换 , 则 它们 有 相同 的 
亏 格 . 

因为 如 设 (w w) 为 其 中 一 条 曲线 的 一 般 点 , (w, 9) 为 其 中 另 一 条 曲线 的 一 般 点 ， 
则 在 有 理 变换 下 , 每 一 函数 7(w w) 对 应 于 一 函数 my(v,09), 每 一 分 支 对 应 于 一 分 支 . 
分 支 的 位 置 单 值 化 变量 也 对 应 于 位 置 单 值 变化 量 , 微 商 仍 对 应 于 微 商 , 因此 微分 dy 
的 阶 数 保持 不 变 , 从 而 其 和 2p - 2 也 保持 不 变 . 

作为 这 个 定理 的 第 一 个 应 用 , 我 们 来 证 明 , 亏 格 恒 为 一 大 于 等 于 0 的 整数 . 根 
据 83.9, 我 们 可 将 任 一 曲线 双 有 理 地 变 为 仅 具 有 “正规 ” 奇 点 ( 即 具有 分 离 切 线 的 
7 一重 点) 的 曲线 K. 如 曲线 的 阶 数 为 m, 则 根据 83.6 其 类 数 m' 应 等 于 


m = m(m—1)— Or(r — 1), 
其 中 求 和 遍及 所 有 的 多 重点 , 由 此 得 
2p—-2=m +s—2m=m(m )— >》_r(r—1)-— 


2p = (mo—1)(m—2)— > rr — 1). 
等 式 的 右边 为 一 偶数 , 因此 p 为 整数 . 我 们 可 令 


>》 rr 一 1) 一 2d， 
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并 称 d 为 “二 重点 的 个 数 ”, 这 里 我 们 把 一 + 重点 算 作 的 个 二 重点 . 这 样 将 有 


p = 加 -dd (3.11.3) 

一 曲线 , 如 它 在 曲线 天 (具有 正规 奇 点) 的 每 一 > 重点 上 至 少 有 一 (+ 一 1) 重点 ， 

则 我 们 称 它 为 K 的 相伴 曲线 (adjungierte kurve). 要 想 一 给 定点 为 一 曲线 hh=0 的 
~ 一 1 重点, 则 需 其 系数 满足 r(r - 1)/2 个 线性 方程 , 这 是 因为 该 点 为 (1,0,0), 则 


h(xo,X1,X2) 按 x1, x2 人 0,1,… ,7 一 1 的 项 . 
因此 一 相伴 曲线 要 满足 \、 “一 = a 个 (相关 或 无 关 的 ) 线性 条 件 , 它 与 昌 
线 在 每 一 多 重点 相交 为 r(r 一 1) 重 ， 因此 总 和 就 是 2d 重 . 
有 (m 一 1) 阶 的 相伴 曲线 存在 , 如 任 一 点 的 第 一 极 系 就 是 因为 曲线 与 配 极 系 的 
交点 总 数 为 m(m -1), 故 有 
2d < m(m— 1), (3.11.4) 
甚至 还 有 这 样 的 (m - 1) 阶 相伴 曲线 , 它 除 了 多 重点 以 外 , 还 可 含有 曲线 上 任意 给 


定 的 
(mC— 1)(m 十 2) 


—d 

2 

个 点 . 因为 一 (m - 1) 阶 的 曲线 有 mm 二 2) 个 系数 , 因此 对 它们 还 可 加 上 
gd (mm Dt mnt 
个 条 件 而 不 致使 它们 全 为 零 , 由 于 交点 个 数 为 m(m - 1), 故 得 
2d + MTD mm 1) 
或 
d < 迎 一 Dm -2 (3.11.5) 

或 由 于 式 (3.11.3) 有 

2D 之 0. 


正如 证 明 所 指明 的 , 不 等 式 (3.11.4) 不 仅 对 不 可 约 曲线 能 成 立 , 而 且 对 任意 没 
有 多 重组 成 部 分 的 曲线 也 能 成 立 , 不 等 式 (3.11.5) 则 只 有 对 不 可 约 曲线 才 成 立 , 但 
它 可 具有 任意 的 奇 点 . 二 者 在 它们 那 一 类 都 是 最 鲜明 的 . 

亏 格 的 概念 也 可 以 推广 到 可 约 曲 线 上 去 : 此 时 定义 (3.11.1) 仍 相同 . 因为 一 退 
化 曲线 的 类 数 , 尖 点 个 数 以 及 阶 数 等 于 其 组 成 部 分 的 类 数 , 尖 点 个 数 以 及 阶 数 之 和 ， 
故 对 一 有 7 个 组 成 部 分 的 退化 曲线 言 有 


2D 一 2=(2p1 一 2) 十 … 十 (2D 一 2) 
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或 
D 王 DPI 十 '… 十 pr 一 7 十 1 (3.11.6) 
其 中 pi1,… ,pr 为 相应 组 成 部 分 的 亏 格 . 
Pliicker 公式 一 (不 可 约 ) 曲线 的 对 偶 曲 线 根据 亏 格 不 变性 定理 与 原 曲线 有 
相同 的 亏 格 . 因此 对 偶 于 式 (3.11.1) 有 


m+s—2m =2p—2. (3.11.7) 


与 式 (3.11.1)、 式 (3.11.3) 相关 的 有 式 (3.6.5), 它 把 类 数 m’' 用 次 数 以 及 奇 点 的 

个 数 的 种 类 表示 了 出 来 . 如 奇 点 是 由 d 个 结 点 和 s 个 尖 点 组 成 的 , 则 根据 83.6 就 
有 

m = m(m— 1)— 24d— 3s. (3.11.8) 


只 要 数 d 定义 得 适当 , 则 式 (3.11.8) 在 曲线 具有 高 阶 奇 点 时 也 能 成 立 ， 例 如 ， 


我 们 应 把 具有 分 离 切线 的 7 重点 算 作 Z 一世 个 结 点 , 把 相 切 结 点 算 作 两 个 结 点 ， 


等 等 , 在 每 一 具体 的 情况 下 有 可 能 用 8$3.6 的 方法 确定 以 m(m 一 1) 中 要 减 去 多 大 的 
数 方 能 得 到 类 数 mm', 而 这 个 数 总 可 以 写成 24 + 3s 的 形式 ; 这 是 因为 根据 练习 83.6 
题 4 该 数 必 大 于 等 于 3s, 而 根据 式 (3.11.1)m + s 为 一 偶数 , 故 该 数 与 3s 相差 又 必 
为 一 偶数 . 

与 式 (3.11.8) 相对 偶 的 公式 为 


m=m(m’ — 1)— 2d — 3s, (3.11.9) 


其 中 d 为 适当 定义 的 二 重 切 线 的 数目 . 
我 们 把 所 求 得 的 公式 再 重复 一 遍 : 


m++s—-2m=m+ts —2m =—2p— 2, (3.11.7) 
m = m(m— 1)— 24d— 3s, (3.11.8) 
m=m(m — 1)— 2d — 3s, (3.11.9) 


其 中 mm 为 曲线 的 次 数 , m/' 为 曲线 的 类 数 , s 与 s' 为 尖 点 及 拐点 的 个 数 , d 与 d' 为 
二 重点 及 二 重 切 线 的 数目 , 最 后 p 为 亏 格 数 . 
由 式 (3.11.1) 与 式 (3.11.7) 之 差 可 得 


5 —s=3(m 一 mp) (3.11.10) 
或 者 当 将 式 (3.11.8) 中 mv 的 值 代入 后 , 有 


s = 3m(m — 2) — 6d— 8s. (3.11.11) 


83.11 亏 格 的 不 变性 . Pliicker 公式 . 99 . 


与 之 对 偶 地 有 
s=3m(m 一 2) 一 6d' 一 8s/. (3.11.12) 
式 (3.11.8)、 式 (3.11.9)、 式 (3.11.11)、 式 (3.11.12) 称 为 Pliicker 公式 ， 当 给 定 了 
m, s, d, 由 它们 就 可 算得 ms cd/. 
如 将 式 (3.11.8) 中 的 m' 代入 式 (3.11.1), 则 通过 一 些 运 算 就 可 获得 下 述 计算 亏 
格 的 方便 公式 : 


p= Mm — Dom 2) _j_s (3.11.13) 


作为 例子 我 们 来 计算 一 无 多 重点 的 mm 阶 曲线 的 拐点 数 和 二 重 切线 数 , 首先 由 
式 (3.11.8) 可 得 类 数 为 
m = m(m — 1), 
这 样 立 即 可 由 式 (3.11.10) 或 式 (3.11.11) 推出 拐点 数 为 
s = 3m(m — 2). 
最 后 由 式 (9) 得 二 重 切线 数 为 : 


‘(m’ 一 1 一 人 一 38/ 


ml)(m—m—-1)—m— Im(m— 2) 
) 


(3.11.14) 


特别 地 , 一 无 多 重点 四 阶 曲线 有 28 条 二 重 切 线 @. 


QW 这 些 切 线 有 非常 有 趣 的 几何 性 质 ， 参 看 Steiner (J. Reine Angew Math Bd49)，Hesse(J. reine 
Angew. Math Bd49 与 55), Aranhold (Sber. Akad. Berlin 1864) 以 及 M. Nocther (Math Ann Bd15 
与 Abh Akad Miinchen Bd17)， 一 个 较 好 的 导 引 可 参看 H.Weber Lehrbuch der Algebra II 8112 (2. 
Aufi). 
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84.1 广义 把. 保持 关系 不 变 的 特殊 化 


至 今 我 们 一 直 仅 仅 考 虑 坐标 为 一 固定 域 上 的 常量 的 点 .现在 我 们 拓 广 点 的 概 
念 , 使 允许 有 那 种 坐标 为 不 定 元 或 不 定 元 的 代数 函数 或 更 广 一 些 , 为 K 的 扩张 域 
中 的 任意 元 素 的 点 ， 向 量 空间 ,中 一 个 所 谓 “广义 点 ”就 是 一 组 n 个 K 的 任 
一 扩张 域 中 的 元 素 yi, yo,… ,yn, 相应 地 可 以 定义 投影 空间 5,, 中 的 广义 点 . 于 是 
线性 空间 超 曲 面 等 概念 也 将 随 之 拓 广 ， 这 时 将 允许 以 广义 点 作为 线性 空间 的 决定 
点 (bestimmungspunkte), 允许 以 K 的 某 一 扩张 域 中 任意 元 素 作 为 超 曲 面 方程 的 系 
数 等 . 

三 义 点 的 坐标 取 值 yi ,yo,… ,yn 的 扩张 域 , 并 不 设 为 固定 的 域 , 而 是 作为 一 
个 仍 能 再 成 长 的 域 , 它 在 研究 的 过 程 中 常常 需要 作 进 一 步 的 扩充 . 例如 , 添加 一 新 
的 不 定 元 和 这 个 不 定 元 的 代数 函数 , 在 引入 一 系列 新 的 不 定 元 时 , 早先 已 经 引入 的 
量 就 作为 常量 看 待 , 并 且 假 设 已 经 添加 到 基本 域 中 . 也 就 是 说 , 当 引 入 新 的 不 定 元 
Ul, 42 ,um 时 , 作为 基本 域 的 域 K', 就 是 由 最 初 的 基本 域 K 附加 所 有 早先 引入 
的 量 zz，.… 所 构成 . 

引入 的 域 , 假如 有 必要 的 话 , 将 永远 默认 它 已 完成 了 代数 扩充 . 例如 , 讨论 一 系 
数 在 K 的 扩充 域 K' 的 超 曲 面 与 一 直线 的 相交 , 交点 将 由 解 一 代数 方程 获得 . 我 们 
就 永远 假定 K' 已 通过 同时 添加 这 个 代数 方程 的 根 而 作 了 扩充 . 在 这 种 意义 下 , 在 
成 长 型 域 K' 中 , 每 个 代数 方程 可 以 考虑 作为 可 解 的 @. 

投影 空间 5,, 中 的 一 般 点 是 理解 作为 这 样 一 个 点 : 其 坐标 比 二， . ,时 相对 于 


基本 域 K 为 代数 无 关 . 也 就 是 没有 系数 在 K 中 代数 方程 f (2,- A _ 0 或 者 


同样 的 , 系数 在 K 中 的 齐 次 代数 关系 F(zx0,z1,:… ,zn) =0 成 立 ， 其 中 终 程 f 或 形 
式 下 均 不 恒 等 于 零 . 例如 , 可 以 这 样 得 到 一 个 一 般 点 : 取 其 所 有 坐标 z0, zx1,… ,> 
为 不 定 元 , 或 令 zo = 1 zl …… ,zn 取 为 不 定 元 . 


QD 原文 为 relationstreue spezialisierung, 此 处 为 直译 . 以 后 即 简 记 为 “特殊 化 ” 英语 为 specialisation， 
也 有 时 译 为 “特定 化 ”. 

G@) 在 此 类 讨论 中 , 我 们 避免 “ 超 限 归纳 ”, 它 在 实现 由 域 K' 到 一 代数 闭 域 的 扩充 中 是 必要 的 (参见 
E.Steimitz: Algebraische Theorie der Korper，Leipzig 1930). 当 要 对 无 穷 个 方程 同时 求解 ， 超 限 归 纳 
是 必要 的 . 在 几何 考虑 中 常常 仅 有 有 限 个 代数 方程 出 现 , 这 就 可 以 按 出 现 的 顺序 依次 求解 ,而 并 不 钥 致 超 限 
归纳 . 


34.1 广义 点 . 保持 关系 不 变 的 特殊 化 .101 . 


8 中 一 个 一 般 超 平 面 是 这 样 的 超 平面 w 其 系数 比 于 ,… ,也 相对 于 基本 域 
K 为 代数 无 关 . 这 就 可 以 方便 地 把 wo,wi,… ,us 取 作 不 总 元 相 访 地 , 一 个 m 次 
一 般 超 曲面 , 就 是 那 种 方程 系数 全 都 是 代数 无 关 的 不 定 元 的 超 曲 面 . 

5% 的 一 个 一 般 子 空间 5;,, 就 是 这 种 mm 维 子 空间 , 其 Pliicker 坐标 除去 每 一 S， 
都 要 满足 的 关系 外 , 不 满足 任何 系数 在 K 中 的 齐 次 代数 关系 . 例如 , 一 个 一 般 的 S， 
可 由 nn 一 m 个 彼此 独立 的 一 般 超 平面 相交 得 出 , 或 由 m +1 个 彼此 独立 的 一 般 点 
并 合 空间 而 得 出 . 

特殊 化 ”一 个 (广义 ) 点 称 为 是 男 一 也 是 广义 的 点 上 的 特殊 化 (保持 关系 不 
变 的 特殊 化 ) , 如 果 每 一 系数 在 K 中 的 齐 次 代数 方程 F(t0,:… ,&,) = 0 对 上 有 效 ， 
一 定 也 对 7 有 效 , 也 就 是 对 每 个 这 种 形式 , 由 F(£) = 0 能 推出 F(m) = 0. 例如 , 空 
闻 中 任 一 点 都 是 该 空间 的 一 般 点 的 特殊 化 . 又 如 , 设 &0,&,… ,EE 为 不 定 参数 t 的 
有 理 函 数 , 而 mo…… ,mn 为 这 些 有 理 函 数 对 t 的 某 一 确定 值 所 取 的 值 . 

类 似 地 来 定义 一 个 点 对 (é&,n), 一 个 三 元 组 (€,n,¢) 等 的 特殊 化 ， 要 (&,n) 一 
(6,7) 是 一 特殊 化 , 就 必须 任 一 £,n 满足 的 , 对 &,n 分 别 为 齐 次 的 代数 方程 F(E,n) = 
0 代 & 以 &,n 以 7 后 仍 满足 . 

下 面 是 关于 特殊 化 的 最 重要 的 定理 , 它 将 首先 在 第 6 章 中 有 应 用 . 

定理 4.1.1 (&,m) 为 任 一 (广义 ) 点 对 , 则 每 个 特殊 化 £ 一 &'， 一 定 可 扩充 为 
特殊 化 (&,7) 一 (€,7). 

证 明 根据 Hilbert 的 基 定 理由 可 以 从 &,n 所 满足 的 所 有 齐 次 代数 方程 
F(&,n) = 0 中 取出 有 限 个 来 , 使 其 余 所 有 的 均 能 由 此 导出 . 从 这 有 限 个 形式 中 可 
以 消去 mn, 即 可 构造 结 式 组 G1,… , Gi， 于 是 有 G1(€) = 0,… ,Gk(€) = 0， 由 
于 特殊 化 , 也 就 有 G1(#') = 0,… ,Gr(&') = 0， 根据 结 式 组 的 意义 , (6',77) = 
0,.… ,Fr(€',7) =0 对 7 可 解 .这 就 是 说 , 可 以 得 出 一 个 点 ,使 所 有 方程 F(E,n) = 
0 也 对 “7 满足 . 

在 证 明 中 关键 是 : 至 少 对 于 7 来 讲 , 应 用 了 齐 次 方程 和 齐 次 坐标 . 在 仿 射 空间 
中 , 定理 不 一 定 为 真 . 因为 当 取 特殊 化 £ 一 &6 时 , 7 可 能 趋 于 无 穷 . 这 时 仅仅 涉及 一 
点 及 一 点 并 不 是 重要 的 ,定理 可 以 完全 相应 地 对 一 系列 多 个 点 名.… ,水 
成 立 . 口 


练 习 4.1 


1. 齐 次 线性 方程 组 总 具有 一 般 解 , 每 一 个 解 都 可 经 特殊 化 得 出 . 
2. 如 mn 有 理 依赖 于 & 和 另 一 参数 t, 且 当 & 代 以 8,t 代 以 t 时 , 这 个 有 理 函 数 仍 有 意义 ， 
者 上 述 上 一 和 是 特殊 化 , 则 (6, 7) 一 (&', 77) 也 是 特殊 化 . 


Q 参见 Moderne Algebra II， 880. 
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3. 7 是 一 系数 为 &€ 的 齐 次 有 理 函 数 的 线性 方程 组 的 一 般 解 , & 是 & 的 特殊 化 , 且 使 线性 方 
程 组 的 秩 不 减少 . 7 是 此 特殊 化 后 的 线性 方程 组 的 一 个 解 , 则 (&,”) 一 (€', 7) 是 特殊 化 (借助 
行列 式 表 出 解 7, 同样 , 也 表 出 m, 再 利用 练习 4.1 题 2). 


84.2 ”代数 流 形 . 不 可 约 分 解 


Sn 中 一 个 代数 流 形 是 所 有 这 种 (广义 ) 点 的 集合 , 这 些 点 的 坐标 m0,m,… ,mn 
满足 一 组 系数 在 常数 域 K 中 的 个 数 有 限 或 无 限 的 代数 方程 


fi(mo; :+ ,mn) = 0 (4.2.1) 


如 果 不 存 在 这 种 点 , 则 称 流 形 为 空 . 在 今后 的 讨论 中 永远 排除 这 种 情形 . 

在 Hilbert 的 基 定 理 的 基础 上 , 我 们 一 定 能 够 以 等 效 的 有 限 方程 组 来 代替 无 限 
方程 组 . z 

相应 地 , 二 重 投 影 空间 Sm 中 一 代数 流 形 是 由 两 个 齐 次 变 元 的 齐 次 方程 组 


fi(éo, 站 ) Em, 710， , Tn) 一 0 (4.2.2) 


确定 的 . 在 方程 (4.2.1) 或 (4.2.2) 中 , 通过 代入 如 = 1, mo = 1 可 使 之 非 齐 次 化 , 于 是 
这 些 方程 就 得 出 仿 射 空间 4 或 A414 的 一 个 代数 流 形 . 我 们 今后 将 一 直 写 f(x)， 
(mn), f(&,n) 等 来 代替 f(z0,… ,zn), (mo ,Tn), 有 (0,… ;Em; m0… ,Tn) 等 . 

代数 流 形 的 概念 还 可 以 进一步 推广 , 使 得 代替 原来 点 7 或 点 对 (&,mn), 能 够 考 
虑 其 他 可 由 齐 次 坐标 给 出 的 几何 对 象 , 如 超 曲面 ，S9。 中 线性 子 空间 5,, 等 . 例如 ， 
可 以 说 5,, 中 所 有 平面 的 流 形 , 它 的 方程 是 由 (1.7.2) 给 出 的 . 

两 代数 流 形 Mi 和 M2 之 交 MIiNMo 显然 仍 为 代数 流 形 , 同样 , 两 个 代数 流 形 
的 并 中 或 和 也 是 . 如 果 f(m) = 0 和 g;(m) = 0 是 该 两 流 形 的 方程 , 则 其 并 的 方程 就 
为 

fi(n)g;(7) = 0. 
Sn 中 一 代数 流 形 M 称 为 可 分 解 的 或 可 约 的 , 如 果 它 是 M 的 两 个 真子 流 形 之 和 . 
真子 流 形 就 是 与 流 形 M 本 身 不 同 的 子 流 形 . 非 可 分 解 的 流 形 称 为 不 可 约 的 . 

引 理 4.2.1 当 一 不 可 约 代 数 流 形 M 包含 于 两 代数 流 形 Mi 与 Ma 的 并 中 ， 
则 M 必 包 含 于 其 中 之 一 . 

证 明 MM 的 每 一 点 属于 Mi 或 属于 Mo, 也 就 属于 交 M n Mi 或 交 Mn Mo. 
于 是 M 是 MN Mi 与 MN M2 的 并 . 因为 M 不 可 约 , 必须 两 流 形 MN Mi 或 
MN M2 之 一 与 M 自身 重合 , 也 就 是 说 , M 包含 于 Mi 或 Mo 中. . 口 


QD 并 或 和 就 是 通常 的 集合 论 含义 . Mi 与 M2 公共 的 部 分 作为 其 和 的 部 分 只 计 入 一 次 , 按 重复 计 入 得 
到 的 流 形 将 在 很 后 (85.5 和 85.6) 再 引入 . 


84.2 ”代数 流 形 . 不 可 约 分 解 . 103 . 


经 过 完全 归纳 , 引 理 就 可 以 立即 推广 到 多 个 流 形 M1,… , M; 的 情形 . 

一 个 特殊 情形 : 当 两 个 形式 的 乘积 万 户 在 不 可 约 流 形 的 所 有 点 上 为 零 , 则 用 
或 fo 也 具有 这 种 性 质 , 即 用 或 户 也 在 流 形 M 所 有 点 上 为 零 . 

如 给 定 M 是 可 约 的 , 比方 说 , 分 解 为 Mi 与 Mo, 则 首先 , 在 Mi 的 定义 方程 
中 一 定 有 一 个 形式 户 , 在 Mi 的 一 切 点 上 为 零 , 但 不 在 Ms 的 一 切 点 上 为 零 . 同样 ， 
有 一 形式 fo, 在 Ma 的 一 切 点 上 为 零 , 而 不 在 Mi 的 一 切 点 上 为 零 . 于 是 乘积 户 . 户 
在 M 的 一 切 皮 上 为 零 , 而 其 任 一 因子 或 fo 都 不 具有 这 种 性 质 . 于 是 我 们 有 

第 一 不 可 约 判 别 准则 ” 流 形 M 可 分 解 的 必要 充分 条 件 是 : 存在 乘积 户 户 , 在 
AM 的 一 切 点 上 为 零 , 但 形式 户 , 户 中 任 一 个 都 不 在 M 的 一 切 点 上 为 零 . 

对 代数 流 形 进 一 步 有 

链 定理 一 列 4, 或 9。 中 流 形 


其 中 每 个 M41 是 Mi 的 真子 流 形 , 必 在 有 限 步 后 中 止 . 
证 了 明 ”可 以 将 流 形 Mi, M2,:… 的 方程 排 为 一 列 , 记 为 


fi1i=0, fo2=0, :1…,， fn=0; fh+1=0, :1.,， fntx=0, 


根据 Hilbert 的 基 定 理 , 所 有 这 些 方程 , 是 由 其 中 有 限 个 方程 导出 的 . 也 就 是 说 , 流 
形 Mi,… , Mi 的 方程 集合 了 在 它们 之 后 的 所 有 流 形 的 方程 , 即 在 流 形 列 中 , Mi 之 
后 不 可 能 再 有 真子 流 形 给 出 . 

现在 我 们 能 得 出 基本 的 

分 解 定 理 ”每 一 代数 流 形 或 是 不 可 约 , 或 是 有 限 个 不 可 约 流 形 之 和 


M= Mi+M+t+:.…+ M.,. (4.2.4) 


证 明 ”假定 有 一 流 形 M, 不 是 不 可 约 流 形 之 和 , 则 首先 M 是 可 分 解 的 , 不 妨 
设 分 解 为 M', M”. 当 M' 和 MM” 是 不 可 约 流 形 的 和 , 则 M 亦 然 . 而 如 果 M 具有 
一 真子 流 形 M' 或 M", 不 是 不 可 约 流 形 之 和 , 则 该 (真子 ) 流 形 同 样 有 一 个 这 样 的 
真子 流 形 , 如 此 等 等 , 就 得 到 一 无 限 链 . 这 是 不 可 能 的 . 于 是 M 一 定 是 不 可 约 流 形 
之 和 . 口 
了 唯 一 性 定理 ” 流 形 M 的 不 可 简化 的 不 可 约 和 表示 (和 可 以 简化 , 是 指 和 式 中 
有 一 项 , 含 于 其 余 项 的 和 中 , 于 是 可 以 消去 它 ) 如 果 不 计 因子 的 次 序 , 是 唯一 的 . 
证 明 如果 有 两 个 不 可 简化 的 表示 : M = MT + = MT+ 十 Ms 
由 引 理 知道 , Mi 一 定 包含 于 某 一 流 形 My 中 , 适当 改变 记号 的 顺序 , 可 以 认为 , Mi 
@“ 和 ”此 处 理解 为 有 限 和 , 而 且 “ 和 ”也 可 以 仅 含 一 个 项 . 
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含 于 M1 中 , 但 同样 M1 要 含 于 某 一 Mi 中 , 当 4 郑 1, 就 有 Mi 《MI SGM, 即 
和 Mi 十 … 十 Mi 十 … 是 可 简化 的 , 于 是 必须 J = 1, Mi = M1, 同样 依次 得 到 
M2 = M3,… ,Mr = M!. 第 二 和 式 中 不 能 再 有 其 他 因子 M' ,否则 将 导致 该 和 式 
为 可 简化 的 . 口 
在 M 的 不 可 简化 的 不 可 约 表示 中 出 现 的 不 可 约 流 形 , 称 为 M 的 不 可 约 部 分 . 
上 述 证 明 并 未 给 出 有 效 的 方法 , 使 得 给 出 M 的 方程 , 就 能 将 M 分 解 为 不 可 约 
成 分 "用 84.5 所 表述 的 消去 理论 , 才能 得 到 这 种 方法 . 


84.3 不 可 约 流 形 的 一 般 点 和 维 数 


扩 & 称 为 是 流 形 M 的 一 般 点 0 ,如果 属于 M, 并 且 € 所 满足 的 系数 在 天 
中 的 所 有 齐 次 代数 方程 , M 上 的 一 切 其 他 点 也 都 满足 . 换 名 话 , 如 果 属于 MM, 而 
且 M 上 所 有 的 点 , 都 可 由 & 经 过 特殊 化 产生 . 

第 二 不 可 约 判别 准则 。 如 果 流 形 M 具有 一 般 点 , 则 它 是 不 可 约 的 . 

证 明 ”假定 M 是 可 分 解 的 , 就 是 有 形式 的 乘积 fg, 在 M 上 处 处 为 零 , 而 不 
必 每 一 因子 如 此 . 则 由 f(f)g(€) = 0, 以 及 f(&),g(&) 属于 某 一 域 而 得 出 


JS) =0 或 g(&)=0， 


因此 或 者 在 M 的 所 有 点 上 f = 0 或 者 在 M 的 所 有 点 上 9 = 0, 与 假定 矛盾 . 口 
定理 4.3.1 (存在 定理 ) ”每 一 非 空 不 可 约 流 形 M (在 KK 的 某 一 适当 的 扩充 域 
中 ) 具有 一 个 一 般 点 £. 
证 明 如果 假 定 分 母 不 在 M 的 所 有 点 上 为 零 , 则 每 两 个 同 阶 形式 之 商 


f (x0, 7Z1， “0 , Tn ) 
g (Xo, 2Z1， “0 , Tn ) 


定义 了 一 个 M 上 的 有 理 函数 .两 个 有 理 函 数 六 称 为 相等 , 如 果 jg = frg 在 
M 上 成 立 . M 上 有 理 函 数 的 加 、 减 、 乘 、 除 仍然 是 M 上 的 有 理 函数 . M 上 的 有 理 


函数 全 体 构 成 一 包含 常数 域 K 的 域 . 
我 们 假定 zo 不 在 M 的 所 有 点 上 为 零 , 记 有 理 函数 


1 ZX2 Tn 
zo zo 》 TO 


为 &, 62，… ,nm. 再 令 &0 = 1. 于 是 (&0,&1,…- , tn) 就 是 M 的 一 个 一 般 点 ， 因为 由 


f(é0, &1, “"? , En) 二 0 
”。 @ 一 般 点 (allgemeiner punkt), 有 时 也 译 为 “ 母 点 ”. 
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或 同样 地 在 M 上 , f (+ 2 至 ) _ 0, 再 因为 是 齐 次 的 , 便 能 得 出 
f (zo, T1,*…: , Tn ) 二 0 


在 M 上 成 立 , 反之 亦 然 , 于 是 得 到 : 所 有 & 满足 的 齐 次 方程 , 对 M 上 一 切 上 后 都 满 
足 , 反之 亦 然 . 口 

一 个 点 称 为 归 一 的 ， 如果 其 第 一 个 非 零 坐标 等 于 1.， 每 个 点 都 能 这 样 归 一 化 . 
经 过 坐标 的 重新 编号 总 能 使 6 关 0. 即 可 以 假定 6 = 1. 6 ,人 称 为 二 的 非 齐 
次 坐标 . 

定理 4.3.2( 唯 一 性 定理 ) ” 流 形 M 的 两 个 归 一 的 一 般 点 £6,7, 一 定 可 通过 一 
保持 KK 中 的 元 不 变 的 域 同 构 K(&) 守 KK(n) 互相 转化 . 因而 上 和 的 代数 性 质 完 
全 一 致 . 

证 明 ”由 一 般 点 的 定义 得 到 , 任 一 满足 的 齐 次 方程 , 7 也 满足 , 反 过 来 也 
对 .于 是 由 6 = 0 就 有 mo = 0, 反 过 来 也 一 样 , 设 &; 是 的 第 一 个 非 零 坐标 ， 
则 wm 亦 然 , 经 过 对 坐标 的 编号 , 可 以 取 到 6 = no = 1.， 每 个 &1,… ,6 的 多 项 
式 可 通过 附加 因子 &0， 而 成 为 每 一 项 都 是 齐 次 的 方程 ， 我 们 现在 将 每 个 多 项 式 
人 El 机 , En) 与 N1,*** ,Nn 的 同一 多 项 式 相对 应 . 如 果 f(&1, 机 , En) 一 g(&1, 机 , En) 
即 f(€) 一 g(é&) = 0, 使 此 关系 齐 次 化 , 由 开始 所 讲 过 的 知道 , 对 ”也 有 f(m) 一 g(m) = 0， 
即 f(m) = g(n), 于 是 我 们 的 对 应 f(&) 一 f(n) 是 一 一 的 . 由 同样 的 理由 知道 , 逆 对 应 
也 是 一 一 的 . 并 且 它 将 和 及 积 对 应 于 和 及 积 , 于 是 是 同 构 . 它 还 将 & 与 mn, 相对 应 . 
从 所 得 到 的 环 KK[&1,… ,&| 与 [m1,… ,mm] 的 同 构 直接 导出 商 域 K(&1,… , 细 ) 与 
(m1,… ,Mn) 的 同 构 . 国 

定理 4.3.3( 逆 定理 ) ”每 一 点 (其 坐标 属于 KK 的 某 一 扩充 域 中 , 例如 是 不 定 
参数 的 代数 函数 ) 必 属 于 一 (不 可 约 ) 代数 流 形 , 该 流 形 以 & 为 一 般 点 . 

证 明 ”根据 Hilbert 的 基 定 理 , 从 一 切 使 满足 的 系数 在 KK 中 的 形式 F(zo,……… ， 
zn) 中 可 取出 有 限 基 (所 ,… , 方 ). 方程 有 = 0,… ,所 = 0 定义 一 代数 流 形 M, 给 
定点 上 一 定 是 M 一 般 点 , 因为 上 属于 M, 并 且 所 有 & 满足 的 齐 次 方程 ,是 由 
及 ==0,… ,所 二 0 导出 , 因而 也 为 M 上 一 切 点 所 满足 . 口 

在 存在 定理 及 唯一 性 定 的 基础 上 , 我 们 可 将 一 不 可 约 流 形 的 维 数 定义 为 其 归 一 
的 一 般 点 的 坐标 中 的 代数 无 关 个 数 , 这 个 数 也 称 为 一 般 点 的 维 数 . 可 分 解 流 形 的 维 
数 定义 为 其 不 可 约 成 分 的 维 数 的 最 高 者 , 或 同样 , 为 M 上 点 的 最 高 维 数 . 当 M 的 
所 有 不 可 约 成 分 都 是 d 维 的 , 则 称 M 为 纯 d 维 的 . 

定理 4.3.4( 维 数 定理 ) M, M' 不 可 约 , 且 M'C M, 则 M' 的 维 数 小 于 M 的 
维 数 . 
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证 明 可 设 M'( 从 而 M) 不 属于 无 穷 远 超 平面 mo = 0. 于 是 可 取 M 及 M' 的 
一 般 氮 &,&', 归 一 化 为 如 = 总 =1. 每 一 对 对 M 的 一 般 点 上 满足 的 关系 f(€) = 0， 
可 经 过 引入 &0 而 使 之 齐 次 化 , 因而 也 对 & 满足 

现在 不 妨 设 总 …… ,&4， 代数 无 关 , 则 &1,… ,tg 亦 然 ; 即 有 d > d， 如 设 有 
d= d 时, 则 所 有 & 对 6,… ,é&a 代数 相关 . 由 于 M' 是 M 的 真子 流 形 . 则 一 定 有 
一 形式 g, 在 M' 上 为 零 , 但 不 能 在 M 上 为 零 . 于 是 


g(€) 0, 9g(€’)=0. 
9(&) 对 各，…… ,Ea 代数 相关 , 即 g(&) 是 代数 方程 
ao(€)g(€)" + a1(é)g(€)" + +an(é) =0 


的 根 , 其 中 a,(€) 是 6 ,… ,é&a 的 多 项 式 , 且 an(€) 关 0. 以 总 代 志 则 由 于 g(&') = 0， 
有 an(&') = 0, 这 就 与 六 ,6 为 代数 无 关 的 假定 矛盾 . 口 

推论 4.3.1 JM 的 每 一 (广义 ) 点 &， 有 维 数 d' < d, 此 处 d 是 不 可 约 流 形 M 
的 维 数 . 如 果 d’' = 二 d, 则 E' 是 M 的 一 般 点 . 

证 明 根据 逆 定 理 , 每 个 点 & 是 M 的 一 d’ 维 子 流 形 M 的 一 般 点 . 由 维 数 
定理 , 如 果 M' C M, 则 dq <d, 如 果 M'’=M, 则 d=d. 

于 是 零 维 不 可 约 流 形 上 每 一 点 都 是 KK 上 代数 点 , 并 且 是 M 的 一 般 点 . 由 唯一 
性 定理 , 这 些 点 在 K 上 等 价 . 于 是 有 : 

Sn 中 零 维 不 可 约 流 形 是 一 组 对 基本 域 KK 的 共 胃 的 点 . 

Sn 中 唯一 的 一 个 n 维 流 形 就 是 整个 5,,. 因为 当 上 是 空间 的 一 个 归 一 的 ” 维 
所 时 , 则 &0 = 1, 且 6 ,名 在 天 上 代数 无 关 . 于 是 没有 关系 f(&1,… ,6%) = 0. 
因此 也 就 没有 系数 在 K 中 的 不 恒 为 零 的 齐 次 关系 f(&0,&,… ,&) = 0 对 空间 5S， 
的 每 一 点 都 能 成 立 . 口 

Sn 中 每 一 纯 n 一 1 维 流 形 M 系 由 一 个 唯一 的 齐 次 方程 h(n) = 0 给 出 . 并 且 
每 个 以 M 上 所 有 点 为 零点 的 形式 可 被 hz) 除 尽 . 

证 明 ”这 只 要 对 不 可 约 流 形 去 证 明 就 已 足够 了 , 因为 将 每 一 不 可 约 部 分 的 方 
程 乘 起 来 就 得 到 并 流 形 的 方程 . 

设 M 不 可 约 , £ 为 其 一 般 点 . 不 妨 假定 &0 = 1;&,… ,名 -1 代数 无 关 , 上 与 
它们 以 不 可 约 方程 h(&1,… ,én_1, én) = 0 相 联 系 , 因为 根据 域 论 每 一 以 &, 为 零点 
的 多 项 式 f(&1,… ,&_1,z) 必定 被 h(&1,.… ,&_1,z) 除 尽 . 或 者 同样 , 由 于 代数 无 
关 的 各 ,&_1,z 也 可 代 之 以 不 定 元 x1,…- ,Tn-_1;Tn， 每 一 以 £ 零点 的 多 项 式 
f(Z1,… ,Zn) 可 被 h(z1,… ,zn) 除 尽 . 当 f,h 通过 引入 zo 而 齐 次 化 时 , 可 除 性 依 
然 保持 . 由 一 般 点 的 定义 导出 , h(x) = h(zo,… ,zn) 以 M 上 一 切 点 为 零点 , 并 且 
每 一 具有 此 性 质 的 形式 , 必 被 h(z) 除 尽 . 于 是 一 切 由 此 得 证 . 口 


84.4 将 流 形 表 示 为 锥 面 及 独 异 曲面 的 部 分 交 . 107 . 


反 过 来 也 容易 证 明 , 每 一 不 恒 为 零 的 齐 次 方程 .f(m) = 0 决定 一 纯 n 一 1 维 代 
数 流 形 . 为 此 我 们 首先 将 f 分 解 为 不 可 约 因子 及,… , fi 之 积 . 根据 83.4 每 一 不 可 
约 超 曲面 f, = 0, 具有 mn 一 1 维 的 一 般 点 (1,w1,… ,un-1,w). 因此 超 曲 面 /= 0 就 
将 分 解 为 全 都 是 n 一 1 维 的 不 可 约 部 分 f, = 0. 因而 我 们 有 下 述 定 理 . 

每 一 超 曲面 (7) 二 0 是 纯 n 一 1 维 代数 流 形 , 反 过 来 也 对 . 

小 于 n 一 1 维 的 流 形 不 能 如 此 简单 地 由 方程 来 决定 . 然而 , 我 们 将 在 84.4 看 到 ， 
每 一 d 维 流 形 . 在 一 定 意义 下 , 可 以 表示 为 n 一 d 个 超 曲 面 的 部 分 . 
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设 £ 为 5, 中 4a 维 不 可 约 流 形 M 的 一 般 点 ,无损 一 般 , 可 假定 6 = 1,&1,… ,ta 
代数 无 关 , eco ,& 对 它们 代数 相关 . 而 且 我 们 还 假定 &441,… ,tx 是 关于 P= 
KK(&1,… ,&a) 的 可 分 代数 量 , 当 基 本 域 K 特征 为 零 , 这 点 就 恒 成 立 . 

根据 本 原 元 素 定 理 , 域 P(&g41,… ,&) 也 可 以 由 添加 一 个 元 素 


éqr1 = 6d+1 十 Qd+26d+2 十 十 Qnén 


得 出 . 我 们 作 一 坐标 变换 , 使 6 ,| 代替 &41 作为 新 坐标 引入 , 并 且 今 后 去 挥 一 撤 的 
记号 , 也 即 有 P(tgj1,… , 奴 ) = P(&a41). 在 P 上 代数 量 cai 满足 一 不 可 约 的 方程 


(3 Ed Ea+1) = 0， 
当 通 过 引入 人 6o 而 使 之 齐 次 化 后 , 有 
p(é0, 6 ,Ed Ea+1) 一 0. (4.4.1) 


上 2 为 所 ,El 的 有 理 函 数 


it ,Sad+1) 
Xi(é1,..* ,éa+1) 


乘 以 分 母 xi, 并 通过 引入 &o 使 方程 齐 次 化 , 于 是 得 


5 (i= d+2,..… ;7). (4.4.2) 


EixXi(é0,€1,°* E441) — Wiléo0,é1,..*éad+1) = 0. (4.4.3) 


此 n 一 a 个 方程 (4.4.1),(4.4.3) 对 M 的 一 般 点 成 立 , 从 而 对 M 的 每 个 特殊 所 
7 也 成 立 : 


| po, ” ,Nd+1) 一 0， 


(4.4.4) 
NiXi(T10 7 Marl) — bio Mat1) =0 (i=d+2,..…,n). 
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方程 (4.4.4) 现在 定义 一 代数 流 形 DD, 我 们 将 要 证 明 它 将 包含 M 作为 它 的 一 个 不 
可 约 部 分 . 
设 X 为 形式 xi 的 最 小 公 倍 式 . 我 们 将 证 明 使 x 关 0 的 所 有 DD 中 的 点 都 属于 
M. 如 果 n 是 这 种 满足 (4.4.4) 且 x(n) 关 0 的 点 . 我 们 只 要 证 明 n 是 一 般 点 e 的 特 
殊 化 , 亦 即 由 f(é0,… ,é&%) = 0 恒 能 导出 f(mo,… ,mm) = 0, 此 处 /为 一 天 上 形式 . 
在 方程 f(&0,… ,é&%) = 0 中 将 &442,… ,én 代 之 以 (4.4.3) 中 得 出 的 值 , 我 们 就 
得 到 


.。， Wa+2(é) Wn(é) 
f la , Ed+1) arale) 0. (4.4.5) 


通过 乘 以 所 有 分 母 的 最 小 公 倍 x(€) 的 某 一 窜 就 能 使 此 方程 化 为 整 有 理 ; 于 是 它 就 
具有 

g(éo, “"? , Eq+1) 一 0 或 g(1, &€1, “"" , Ed+1) 二 0 
的 形式 .由 此 得 出 , 多项式 9(1, Xz1,… ,Za+1) 能 被 代数 函数 cl 的 定义 多 项 式 
p(1, zx1,.…: , Td+1) 除 尽 . 当 这 些 方程 通过 引入 TO 而 齐 化 之 后 ， 可 除 性 依然 保持 


g(xo, “0 , Zd+1) 一 p(xo, 7 Ta+1) h(xo “2? , Td+1). 
现在 将 不 定 元 To0,.** ,Ta+l 代 以 710， ,Nd+1l) 由 于 (4.4.4) 》 上 式 右 端 为 零 ， 从 而 
9(70，…… ,Nat+1) = 0. 


根据 类 似 于 形式 g 构成 的 过 程 得 


Fm 0D)) -0 
Xa+2(”) 


或 者 根据 (4.4.4) 
f (Mo, Natl 11d+2 ,Mn) = 0, 
这 正 是 我 们 需要 证 明 的 . 

D 中 点 9 于 是 可 分 为 两 部 分 : x(n) 了 0 从 而 属于 M 部 分 以 及 x(n) = 0, 即 万 
的 一 个 真子 流 形 N. 由 此 导出 D 可 分 解 为 两 个 流 形 M 和 N. 

(4.4.4) 中 第 一 方程 , 由 于 ma+?，… ,mm 并 不 出 现 , 表示 一 顶点 为 空间 m1 = … = 
nat1 二 0 中 任意 点 O 的 锥 面 . 我 们 选取 O 使 其 坐标 na42 天 0,… ,mn 天 0，(4.4.4) 
中 其 余 的 任 一 方程 , 表示 一 超 曲面 , 它 与 过 O 的 一 般 直 线 , 除 O 之 外 , 只 有 一 个 交 
扩 , 这 种 超 曲面 称 为 独 异 曲面 (monoid) . 

在 5s 中 曲线 的 情形 , 方程 (4.4.4) 取 为 下 列 形式 : 


p(7o,7T1,72) = 0， (4.4.6) 
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n3X (70, 71, 72) 一 Vy (no, 71, 772). (4.4.7) 


根据 前 面 所 说 , 曲线 (4.4.6) 与 独 异 曲 面 (4.4.7) 之 交 , 实际 上 是 由 曲线 M 与 流 形 N 
组 成 的 , 它们 的 方程 是 (4.4.6), (4.4.7) 以 及 


X(mo,m,m2)=0 (4.4.8) 


由 (4.4.7) 及 (4.4.8) 导出 
pmo, mm) = 0. (4.4.9) 


互 素 的 方程 (4.4.8), (4.4.9) 决定 了 有 限 个 比值 mo : m1 : m2, 因而 也 就 决定 了 通过 
(0,0,0,1) 的 有 限 条 直线 . 分 出 其 中 不 落 在 锥 面 (4.4.6) 上 的 直线 , 其 余 的 就 构成 流 
形 N. 因此 决定 了 锥 面 (4.4.6) 与 独 异 曲面 (4.4.7) 的 全 部 交 由 曲线 M 及 有 限 条 过 
点 O 直线 组 成 . 

对 于 空间 曲线 理论 来 讲 ， 经 由 锥 面 及 独 异 曲面 来 表示 有 重大 的 意义 ，Halp- 
hen 和 Noether 多 以 此 作为 三 阶 空间 曲线 分 类 的 基础 . 高 维 代数 流 形 的 独 异 表 
示 最 近 被 Severi@ 做 了 更 深入 的 研究 , 并 用 于 对 代数 流 形 的 等 价 族 系 的 理论 . 


34.5 ”借助 于 消去 理论 作 流 形 的 有 效 不 可 约 分 解 
一 代数 流 形 M 系 由 一 组 齐 次 或 非 齐 次 的 方程 
fi(m,:.* ,Mn)=0 (4.5.1) 


给 出 . 我 们 于 是 有 这 样 的 自由 , 可 将 7 或 者 解释 为 仿 射 空 间 4,, 的 非 齐 次 坐标 , 或 
者 在 当 f; 为 齐 次 时 , 可 将 7 作为 投影 空间 5,_1 的 齐 次 坐标 . 然而 , 我 们 暂时 以 仿 
射 的 解释 作 基 础 , 简称 每 一 组 值 mp ,… ,mn 为 “点 ”. 我 们 可 以 假定 , 多 项 式 户 不 
恒 为 零 . 

为 了 找到 (4.5.1) 的 所 有 解 , 可 以 通过 构 作 结 式 从 (4.5.1) 中 依次 消去 加 ，… ， 
mn 一 一 这 是 消去 理论 的 基本 思想 . 如 果 经 过 大 步 后, 结 式 组 Rj;(m1,… ,mmx) 恒 等 
于 零 , 这 就 是 说 , 1,… ,mm_k 可 以 任意 选取 . 于 是 (4.5.1) 就 有 一 (n 一 k) 维 的 解 流 
形 . 

这 个 简单 的 基本 思想 现在 由 于 三 种 情况 的 出 现 而 复杂 化 . 首先 , 可 能 M 不 仅 
包含 最 高 维 数 为 n 一 维 的 不 可 约 部 分 ,而且 含有 全 部 更 低 维 的 不 可 约 部 分 .但 
是 可 以 使 结 式 组 恒 等 于 零 的 情况 不 至 于 出 现 , 只 要 在 每 一 步 消去 之 前 , 约 去 多 项 式 


@ Halphen G. J. Ec. Polyt. Bd. 52 (1882) S. 1~200. 
@ Neother M. J. reine angew. Math. Bd. 93 (1882) S. 271~318. 
@) Severi F. Mem. Accad. Ital. Bd. 8 (1937) S. 387~410. 
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的 最 大 公 因 子 ; 于 是 余下 的 就 是 互 素 的 多 项 式 , 其 结 式 组 不 恒 为 零 . 其 次 , 必须 在 
每 一 步 消 去 之 前 , 先 作 一 坐标 的 线性 变换 , 以 使 其 某 一 形式 中 , 那 将 被 消去 的 变 元 
的 最 高 阶 究 次 全 具有 非 零 常数 系数 . 因为 只 有 在 这 个 假定 下 , 结 式 理论 (参见 第 2 
章 82.4) 方 始 成 立 . 第 三 , 人 们 为 了 使 所 得 流 形 的 方程 具有 优美 和 有 用 的 形式 , 按照 
Liouville, 还 在 未 知 量 ,… ,和 之 外 , 再 引入 一 个 


C = UN 十 :… 十 Wn77n， (4.5.2) 


此 处 wi1,… ,un 为 不 定 元 , 因此 人 们 不 仅仅 研究 方程 (4.5.1), 而 且 还 要 研究 方程 组 
(4.5.1) 和 (4.5.2). 当 将 7 与 5 代 之 以 不 定 元 y 与 z, 这 两 个 方程 的 左 端 没 有 公 因 
子 , 因为 线性 多 项 式 z 一 wiyi 一 … 一 unyn 不 能 被 任 一 多 项 式 Fa ,yn) 除 尽 . 
由 于 这 个 互 素性 , 保证 了 以 下 第 一 步 就 能 得 到 一 不 恒 为 零 的 结 式 组 . 

下 面 来 实现 mh,… ,mm 的 逐个 消去 . 

第 一 步 , 通过 一 适当 的 线性 变换 


Nk = Mk + VkNn (k=1,...,n— 1), 


1 _ 
Nh,, 一 Vn Nn,), 


其 中 vi 为 适当 选 定 的 常数 , 可 使 有 i 中 的 项 w/? 具有 非 零 的 系数 , 这 里 po 为 有 i 中 
含 7 的 次 数 品 在 (4.5.2) 中 wi,… ,wn 将 作 如 此 相应 的 变换 , 以 使 mi 十 … 十 unm 
不 变 . 在 进行 了 变换 之 后 , 可 以 再 将 ,wv' 的 撤去 掉 . 

于 是 得 到 (4.5.1)、(4.5.2) 关于 w,, 的 结 式 组 


gj Uny711 , Mn—1;C) = 0. (4.5.3) 


由 于 (4.5.2) 对 C, wi1,… ,Un 为 齐 次 , 9j 亦 然 . 
现在 将 0,… ,mn-15 代 以 不 定 元 六 … ,mt 2 并 且 求 出 形式 g;(w,y,z) 的 
最 大 公 因 子 h(w,y,z), 称 为 (4.5.1) 的 第 一 子 结 式 . 正如 已 经 指出 的 那样 , 必须 从 g; 
取出 因子 h(w,y,z), 以 使 第 二 步 消 去 不 会 出 现 恒 等 于 零 的 情形 . 我 们 令 
gi(u, Yy, Z) 一 h(u, y, Z) l; (u, y, 2)， (4.5.4) 
于 是 1;(w,y,z) 是 互 素 的 多 项 式 ， (4.5.1)、(4.5.2) 的 每 一 个 解 (n,C) 必定 同时 是 
(4.5.3) 的 解 , 也 即 或 者 有 
或 者 有 
lj(v,7,¢) = 0. (4.5.6) 


中 户 变换 后 所 产生 的 m5 项 的 系数 就 等 于 i(v1,… ,vn), 因而 在 适当 选取 v 后 (在 基 域 , 或 在 代数 
扩充 域 中 ) 不 等 于 零 . 
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我 们 将 随后 看 到 , (4.5.5) 的 解 实 际 上 给 出 M 的 纯 n 一 1 维 部 分 , (4.5.6) 将 给 
出 较 低 维 的 部 分 . 

由 (4.5.6) 我 们 还 希望 得 到 与 ¢< 和 % 无 关 的 方程 组 .为 了 这 个 目的 , 我 们 作 
lj(u,y,z) 对 z 的 结 式 组 rk(w,y), 并 将 rp(w,y) 按 w 的 容 排 列 , 其 每 一 单项 的 系数 
为 ej(y1,:… ,yn_1). 它们 不 能 全 部 恒 等 于 零 . 因为 ij(w,y,z) 是 互 素 的 , 于 是 (4.5.6) 
的 每 一 解 一 定 同时 是 

rk(u,n)=0 
的 解 , 如 果 m1,… ,mm 与 4 无关, 则 也 是 
ej(m,*** ,Mn-1) = 0 (4.5.7) 
的 解 . 

因此 , 当 1,… ,mn 与 无 关 时 , (4.5.1)、(4.5.2) 的 任 一 解 (m,é) 也 一 定 或 者 是 
(4.5.5) 或 者 是 (4.5.6) 和 (4.5.7) 的 解 . 

反之 , (4.5.5) 或 (4.5.6) 和 (4.5.7) 的 每 一 解 (m1,… ,mn-1,《) 也 是 (4.5.3) 的 解 ， 
由 此 必 能 决定 mn, 而 得 到 (4.5.1)、(4.5.2) 的 解 . 而 当 这 个 解 的 区 ,… ,mn-1 与 4 无 
关 时 , 则 wh, 也 如 此 , 因为 mn 要 满足 一 其 中 确实 有 项 m2 的 代数 方程 有 1(m) = 0, 因 
而 对 给 定 1,… ,mn_1, 只 能 是 这 个 方程 的 有 限 个 根 中 的 一 个 . 

第 二 步 , 可 以 对 方程 (4.5.6)、(4.5.7) 进行 前 面 对 (4.5.1)、(4.5.2) 所 做 的 同样 步 
又 . 经 过 一 对 m1,… ,mm_1 的 预备 的 线性 变换 [这 是 可 能 的 是 由 于 ej(71…… ,mn-1) 
不 恒 为 0] , 从 (4.5.6)、(4.5.7) 中 消去 mm -1 从 而 得 到 


01 (wu 711) ”7 一 2， C) = 0. (4.5.8) 
从 多 项 式 9% 中 取出 最 大 公 因 子 , 即 取出 第 二 部 分 结 式 p(w,y,z), 得 
gi(u,Yy,2) = (vy, 2) 17(u 2 2). (4.5.9) 


再 作 4 对 z 的 结 式 组 , 通过 使 wi,… ,wn 的 系数 为 零 而 得 到 方程 组 
1 Un, 7 ,Mn—2, 0) = 0， (4.5.10) 


ej(71… ,Mn2) = 0. (4.5.11) 


又 得 到 , h’' 是 z, wi1,… un 的 齐 次 形式 ， e’ 不 恒 为 零 , 当 1,… ,mn-l 与 无 关 
时 , (4.5.6)、(4.5.7) 的 解 或 是 (4.5.10)、(4.5.11) 的 解 或 是 


h’(u,n,C)=0 (4.5.12) 


Q@ 即 是 原来 域 K 上 的 常数 , 或 是 其 他 不 定 元 的 代数 函数 . 但 这 些 不 定 元 不 是 w1,…… ,wn. 
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- 
的 解 , 并 且 反 过 来 , 由 (4.5.10)、(4.5.11) 或 (4.5.12) 的 解 , 一 定 可 得 出 (4.5.6)、 (4.5.7) 
解 , 且 wn,,_1 也 与 无 关 . 

这 样 做 下 去 , 一 直到 所 有 7 消去 ， 且 由 于 构造 的 方法 ， ej,e?,"… 不 恒 等 于 零 ， 
可 知 最 后 一 个 ei?”-? 是 非 零 常 数 , 即 最 后 所 得 方程 组 ef 二 0 是 充满 矛盾 的 . 最 
后 一 个 子 结 式 ht"-)(w,z) 仅 只 含有 w; 和 > 如 果 原 来 的 方程 (4.5.1) 对 7 ,mn 
齐 次 , 则 hh)… ,hw-D) 对 角 ,… ,yn,z 也 齐 次 . 
(4.5.1)、(4.5.2) 当 7 与 无 关 的 每 一 个 解 , 也 是 (4.5.5) 或 (4.5.6) 与 (4.5.7) 的 
解 , (4.5.6),(4.5.7) 的 每 个 这 样 的 解 又 是 (4.5.12) 或 (4.5.10) 与 (4.5.11) 的 解 等 , 直到 
导致 矛盾 的 方程 出 现 . 它 必须 做 出 第 一 个 选择 , 即 该 子 结 式 等 于 零 . 于 是 我 们 有 如 
下 定理 . 
定理 4.5.1 (4.5.1), (4.5.2) 的 每 个 解 (7, 6)， 当 9 与 以 无 关 时 , 必 同 时 是 下 列 
方程 
hu,n,6)=0, hu,n,d)=0, 1 hr-D(wv,c)=0 (4.5.13) 
之 一 的 解 . 
有 反 过 来 , (4.5.13) 中 第 r 个 方程 的 每 一 个 解 (m1,… ,n,_;, 0). 一定 能 补足 为 方 
程 (4.5.1)、(4.5.2) 的 某 个 解 , 并 且 若 m1,.… ,mw _， 是 常量 或 与 无 关 的 新 的 不 定 元 ， 
则 其 余 的 mw"+1 …… ,mm 也 与 wi 无 关 , 于 是 得 到 如 下 定理 . 
定理 4.5.2 对 给 定 的 (常数 或 不 定 元 ) 员 1,:… ,mm_r, (4.5.13) 的 第 "+ 个 方程 的 
每 个 解 6 具有 下 列 形式 : 
C = UN + 二 Un. (4.5.14) 
此 处 mh 与 ui 无 关 , 且 构 成 (4.5.1) 的 一 组 解 . 
现在 我 们 将 每 个 子 结 式 h(u,y,zZ) 或 hj/(u,y,z),… 分 解 为 不 可 约 因子 , 为 明确 
起 见 , 我 们 来 讨论 , 例如 第 二 个 子 结 式 


h’ (wv, UL ,Yn—2), Z) 一 O(y,u) | LACH 2) 
fn 


既然 要 是 在 分 解 中 出 现 的 因子 9(y,4) 与 z 无 关 , 则 它 对 常量 7 ,mn-2 绝 
对 不 能 为 零 一 一 因为 这 将 导致 六 对 任 一 “ 为 零 , 而 与 定理 4.5.2 所 指出 “ 必须 具 
有 形式 (4.5.14) 矛盾 一 一 因而 可 以 不 必 讨论 这 个 因子 . 

形式 地 在 每 一 因子 hi 中 代 纹 ,… ,yn_2 以 新 的 不 定 元 &,…… ,én-2, 在 K(u,) 
的 某 一 适当 的 代数 扩充 域 上 将 hi,(wu,&,z) 完全 分 解 为 z -< 的 线性 因子 , 根据 定理 
4.5.2, 其 中 零点 〈 无 例外 地 有 在 令 np = Sn-2 二 br-2 后 (4.5.14) 所 具有 的 
形式 , 从 而 


hw,z) = [ut on bn 2 wn énél)), (4.5.15) 
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这 里 , 不 同 的 上) 彼此 关于 P(w,é) 共 轿 , 也 即 系 值 sw) 可 由 某 一 £ = 上) 经 过 
域 同 构 得 出 ( 于 是 与 等 价 )， 这 些 点 € 是 流 形 M 的 mn 一 2 重 的 不 定 操 , 因为 
上 ,én_2 是 不 定 元 , 而 与 -所 是 它们 的 代数 函数 .因子 和 yj 仅 与 &)…: ,&-。 
有 关 , 我 们 在 今后 可 不 再 讨论 它 . 

在 hv(u,n,C) 中 将 5 代 以 值 (4.5.14), 再 对 wi 的 宫 积 展开 , 并 令 每 一 单项 式 的 
系数 为 零 , 就 得 出 方程 组 : 


CA) 二 0， ….:， hm (IJ) 二 0， (4.5.16) 


它 定义 了 一 个 代数 流 形 M'. 定理 4.5.1、 定 理 4.5.2 现在 得 出 : 由 (4.5.1) 定义 的 流 
形 M 是 所 有 流 形 M,,, M',.… 的 并 , 后 者 是 依次 由 部 分 结 式 h,h',… 的 不 可 约 因 
子 根据 式 (4.5.16) 所 决定 的 . 我 们 将 看 到 , 流 形 Mj, M',…. 是 不 可 约 的 且 前 面 定 
义 的 上 是 Mi 的 一 个 一 般 点 , 这 是 在 加 强 意义 下 的 一 般 点 , 即 上 所 满足 的 所 有 (不 
仅 是 齐 次 ) 方程 , M1 的 一 切 点 也 都 满足 . 

首先 , 很 清楚 , € 是 M1 的 一 个 点 . 其 次 由 于 定理 4.5.2 的 推导 得 知 , MY 的 挟 
n, 或 等 价 地 , 方程 hy,(u, 1 0) =0 的 解 (n,O), 其 中 C= Wai 十 十 UnT7n， 同时 是 方 
程 (4.5.7) 和 (4.5.1) 的 解 , 且 m1 与 加 通过 代数 方程 与 m1,… ,mm-2 相 联系 , 该 
代数 方程 中 含 确 有 mh_1( 相应 地 mm) 的 项 . 于 是 也 就 有 mw_1,mm 对 ,… ,mn-2 代 
数 相关 . 于 是 Mi 含有 (n 一 2) 维 点 &, 而 不 含 大 于 (n 一 2) 维 的 点 . 

引 理 4.5.1 ”如果 流 形 M* 含有 超越 阶 为 (ni 一 2) 的 点 &, 而 不 含有 更 高 超越 
阶 的 点 . 对 M* 应 用 前 述 消去 过 程 , 则 其 第 一 子 结 式 为 一 常量 , 而 第 二 子 结 式 含有 
因子 hi. 因此 M* 包含 (4.5.16) 定义 的 流 形 MI. 

证 了 明 ”如 果 有 一 非常 数 的 第 一 部 分 结 式 , 则 M* 将 含有 一 个 超越 阶 为 n 一 1 
的 点 &*, 这 与 假设 矛盾 . £ 在 M* 上 , 从 而 5 = wi&i 十 … 十 Untn 必定 是 第 二 , 或 
是 更 后 的 部 分 结 式 的 零点 . 由 于 在 更 后 的 部 分 结 式 中 仅 有 超越 阶 < n 一 2 的 反 , 因 
此 C= wi&i 十 … 十 unén 一 定 是 第 二 子 结 式 h*(w,&1,… , én-_2,z) 的 零点 ， 于 是 
h*(w,&1,… ,En-2;2) 必须 包含 以 C 为 零点 的 整 不 可 约 因 子 (v61,…, én-2,2)， 口 

现在 我 们 能 够 最 后 证 明 如 下 定理 . 

定理 4.5.3 由 (4.5.16) 定义 的 子 流 形 M1 是 不 可 约 的 , 且 以 & 为 一 般 点 . 

证 明 & 显然 属于 Mi, 我 们 只 要 再 证 明 上 所 满足 的 系数 在 K 中 的 每 个 方程 
f(&) = 0, Mi 上 一 切 点 7 也 满足 . 

M1 的 方程 连同 方程 f(m) = 0 定义 了 一 个 流 形 M*, 它 含 于 M1, 且 包 含 &， 
而 满足 引 理 4.5.1 的 假设 . 由 此 , M* 包含 流 形 Mi, 即 Mi 的 一 切 氮 都 满足 此 给 定 
的 方程 fn) = 0. 口 


Q@ 由 于 是 在 仿 射 空间 4 的 基础 上 讨论 , 我 们 将 点 的 维 数理 解 为 该 点 的 代数 无 关 的 坐标 (不 是 坐标 比 ) 
个 数 . 
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在 定理 4.5.3 的 表述 与 证 明 中 , 取 由 第 二 子 结 式 hp’ 所 对 应 的 流 形 M/' 来 论证 
仅仅 是 作为 例子 . 这 个 做 法 显然 也 对 其 他 子 结 式 适用 , 仅 需 将 Mi 的 维 数 n 一 2 改 
为 相应 的 数 nn 一 1,n 一 3,.… ,1,0. 

上 述 的 消去 法 也 以 (4.5.16) 的 形式 提供 了 n 一 1,n 一 2,… ,1,0 维 不 可 约 流 形 
Mo AM， 的 方程 , 这 些 流 形 之 并 为 M; 也 同时 提供 了 这 些 流 形 的 一 般 点 &. 为 了 
得 到 M 的 不 可 简化 的 不 可 约 分 解 , 只 要 在 M', M',.…. 这 些 流 形 中 去 掉 那 些 已 含 
在 高 维 流 形 MA 或 MA…… 中 的 部 分 . 例如 , 判别 MY 含 在 高 维 流 形 Mg 中 的 方法 
是 : MY 的 一 般 操 满足 MA 的 方程 , 另 一 个 判别 法 则 是 : 将 消去 法 用 到 MX 和 MY 
的 方程 上 去 , 得 到 的 第 二 结 式 不 是 常数 而 是 hv 的 帘 . 

我 们 的 研究 同时 表明 , 不 可 约 流 形 Me 的 方程 可 由 其 给 定 一 般 点 (&1,:… ,&&,) 
得 出 . 我 们 将 这 个 结论 表 为 如 下 定理 . 

定理 4.5.4 车 qt1,… ,&n 为 代数 无 关 量 各 ,&gq 的 整 代数 函数 口 此 外 ， 
如 U1,… ,Un 为 不 定 元 , 并 且 C=w&1 十 … 十 Un&n 作为 各 ec ,Un 的 代 
数 函 数 是 一 多 项 式 h(w,é,z) = h(wi,… ,Un,61,… ,&ay2) 的 零点 , 则 由 h(u,n, uim 
十 … 十 Unn) 三 按 由 的 乘 舌 展开 并 令 ui 的 每 一 单项 式 的 系数 为 零 就 能 得 出 不 可 
约 流 形 Me 的 方程 . 对 给 定 的 m1,… ,md 所 属 的 有 限 个 nat1l,"…… ,Tn 的 值 可 由 多 项 
式 PT 2z) 的 零点 C= win 十 … 十 Unmm 得 出 . 

这 个 Pu ez) 也 就 是 前 述 的 懈 ， 

如 果 方 程 (4.5.1) 是 齐 次 的 , 则 表示 一 锥 流 形 (Kegelmannigfaltigkeit)， 因 为 连 
同 其 任 一 与 O 不 同 的 点 (7 … ,mm), 它 含有 由 O 出 发 的 直线 (Mm,… ,Xmn) 上 一 
切 扩 . 流 形 (4.5.1) 的 不 可 约 部 分 从 而 也 是 锥 流 形 . 现在 如 将 由 O 出 发 的 直线 作为 
投影 空间 S9。 1 上 一 点 , 则 每 个 gd 维 (dq > 0) 锥 流 形 是 5,,_! 上 d -1 维 流 形 . 本 节 
的 公式 不 用 改变 只 要 作 上 述 理解 并 将 相应 的 维 数 减 去 1 就 可 用 于 这 种 情况 . 

本 节 的 陈述 给 出 了 关于 流 形 不 可 约 分 解 , 关于 不 可 约 流 形 一 般 点 的 存在 性 , 关 
于 流 形 由 于 一 般 点 唯一 确定 性 的 明显 的 新 证 明 . 我 们 最 后 证 明 如 下 定理 . 

定理 4.5.5 ” 任 一 不 可 约 d 维 流 形 , 在 基 域 KK 的 任 一 扩充 下 , 仍 为 纯 d 维 流 
形 . 且 KK 的 有 限 代数 扩充 , 就 足以 使 M 分 解 为 绝对 不 可 约 流 形 , 即 在 任 一 进一步 
的 扩充 下 , 仍 保持 为 不 可 约 的 流 形 . 

证 明 ”根据 定理 4.5.4, 设 该 流 形 的 方程 为 


h(w, n,n 十 … 十 Unrm) 二 0 (对 和 恒 成 立 )， (4.5.17) 


此 处 多 项 式 h(w,&,z) 在 天 上 不 可 约 . 在 KK 的 一 个 扩充 域 上 , h(w,&,z) 分 解 为 共 斩 


每 个 量 &441,… ,én 满足 一 系数 在 K[&1,.…… ,6a] 中 , 最 高 次 项 的 系数 为 1 的 方程 . 
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因子 
h(u, €, 2) = 1 (w, €, 2) 


流 形 (4.5.18) 也 随 之 分 解 为 由 方程 
hv ni 十 … 十 UnTm) = 二 0 (对 wv 恒 成 立 ) (4.5.18) 


所 决定 的 流 形 M,, 和 原来 M 属于 hh 一样 , 每 个 M, 属 于 一 个 多 项 式 h,(w,&1,.…& az). 
因而 每 个 M, 也 是 不 可 约 d 维 的 . 

根据 82.1, 一 K 的 有 限 扩充 域 就 足以 使 多 项 式 h(w,é,z) 在 其 上 完全 分 解 为 绝 
对 不 可 约 因子 , 对 以 后 更 进一步 的 域 的 扩充 , 不 会 再 有 分 解 , 于 是 其 所 属 的 流 形 MU， 
就 是 绝对 不 可 约 的 . 

hu ez) 的 绝对 不 可 约 因子 对 KK 是 共 白 的 . 于 是 h,(w,é,z) 所 属 流 形 M 也 
在 KK 上 共 斩 . 口 
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按照 拓扑 学 的 观点 , 复 投 影 空间 5, 不 是 n 维 , 而 是 2n 维 的 流 形 . 因为 它 的 每 
个 固定 点 的 邻 域 依赖 于 n 个 复 的 , 从 而 是 2n 个 实 的 参数 . 正如 我 们 将 要 看 到 的 那 
样 , d 维 代 数 流 形 从 拓扑 的 观点 看 来 是 2d 维 的 . 

代数 流 形 的 拓扑 最 近 (特别 是 Lefschetz) 进行 了 深入 的 研究 . 在 本 书 中 我 们 仅 
能 叙述 其 初步 的 基础 .我 们 只 证 明 a 维 代数 流 形 是 拓扑 意义 下 的 24 维 的 复 形 ， 
即 它 可 以 分 解 为 有 限 个 24 维 曲 边 单 形 . 

在 我 们 在 迈 向 多 维 情况 之 前 , 先 简单 地 叙述 一 下 复 投影 平面 上 一 条 代数 曲线 的 
情形 . 我 们 将 指出 , 这 样 的 曲线 可 以 分 解 为 有 限 个 曲 边 三 角形 ( 实 直 线 三 角形 的 拓 
扑 映像 ), 它们 或 者 有 一 公共 边 , 或 者 有 一 公共 项 点 , 或 者 没有 公共 部 分 . 为 此 我 们 
假定 函数 论 的 基本 事实 是 已 知 的 . 

假定 曲线 方程 对 ms 是 正则 的 : 


f (m0,m,7m2) = 7 + om, Nn + + an (no, m1). (4.6.1) 


于 是 对 每 一 比值 mo : m, 仅 有 有 限 个 mo。 的 值 适合 . 比值 mo : m1 可 以 当 作 高 斯 球面 
(Gaussschen Zahlenkugel) 上 的 一 点 , 正如 我 们 已 经 知道 的 , 在 球面 上 有 有 限 个 临界 
点 , 它们 是 方程 (4.6.1) 的 判别 式 的 零点 , 现在 我 们 将 数 球 前 分 为 曲 边 三 角形 , 使 得 
”” @ 下 列 闭 做 进一步 研究 之 用 .Lefschetz S. PAnalysis Situs et al géometrie algébrigue, sowie B.L. 


van der .Waerden: Topolgische Begrindung der abzahlenden Geometrie. Math. Ann. Bd. 102(1929) 
S.337. 和 Zariski O. Algebraic Surface. Ergebn. Math. Bd. 3(1935) Heft 5. 
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临界 点 作为 顶点 , 并 且 点 mo = 0 与 点 hw = 0 不 在 同一 三 角形 中 . 如 果 现 在 有 一 使 
7o 天 0 的 三 角形 ( 即 mo = 0 点 在 它 的 外 面 ), 则 可 通过 mo = 1 令 坐 标 归 一 化 . 在 这 
个 三 角形 的 每 一 个 点 的 邻近 , 方程 (4.6.1) 的 nn 个 根 m9 是 六 的 正则 解析 函数 . 由 
于 三 角形 是 单 连通 的 , 因而 可 将 这 n 个 函数 元 数 (funktionselemente) 单 值 地 延 拓 到 
整个 三 角形 ; 于 是 得 到 ”个 在 整个 三 角形 上 的 单 值 解析 函数 7)，… ,m4”, 在 此 三 
角形 的 边 上 , m9,… ,7 名) 仍然 是 单 值 正则 的 . 仅仅 在 临界 顶点 上 , 正则 特征 方才 
可 能 消失 ， 但 函数 在 那里 仍然 连续 

现在 一 三 角形 信 AAA 站 0 ， 则 可 将 三 角形 上 点 (m0,71) 一 
一 且 连 续 地 映 为 复 曲 线 上 的 点 (mo,m,""), 于 是 在 复 曲线 上 作出 了 一 个 曲 边 三 角 
形 人 疏 . 对 每 一 三 角形 A 有 个 这 样 的 三 角形 人 中 ,并且 , 由 于 方程 (4.6.1) 除 挥 
形 如 ms 的 解 外 没有 其 他 解 , 因此 这 种 三 角形 全 体 并 成 整个 曲线 的 一 个 覆盖 . 如 果 
在 球面 上 两 个 三 角形 人 与 A' 接触 , 则 在 公共 边 上 , 一 定 有 一 个 三 角形 的 某 一 函数 
ny 与 另 一 三 角形 的 某 一 函数 nM 重合 , 即 三 角形 入 与 和 人 'v) 具有 一 公共 边 . 在 
其 他 一 切 情况 下 , 该 曲线 上 的 两 个 三 角形 至 多 有 公共 顶点 , 并 且 通 过 进一步 的 齐 分 
可 以 做 到 最 多 仅 有 一 个 公共 顶点 . 这 样 就 得 到 了 所 要 找 的 复 曲线 的 三 角 痢 分 . 

由 构 作 清楚 地 知道 , 每 一 边 恰好 位 在 两 个 三 角形 上 2. 我 们 现在 讨论 有 一 公共 
顶点 EB 的 所 有 三 角形 , 以 及 它们 的 通过 此 顶点 的 边 . 于 是 我 们 可 从 每 一 个 这 种 三 
角形 通过 它 的 一 条 过 五 的 边 到 一 相 邻 三 角形 上 去 , 而 后 一 三 角形 的 男 一 过 EE 边 叉 
再 与 一 相 邻 三 角形 相连 , 一 直到 回 到 最 初出 发 的 三 角形 . 在 这 种 意义 下 , 与 氮 瑟 接 
触 的 三 角形 构成 一 个 或 数 个 循环 . 设 和 人 4”, AY )…… ,At ) 是 一 个 这 种 循环 , 则 完 
全 可 能 其 所 属 三 角形 Al, 人 2,.… 早已 封闭 , 即 循环 人 和, 入),… 转 一 次 , 其 在 球 
面 上 相应 的 循环 和 人 ji, 人 2,… 转 了 几 次 , 例如 转 了 次 . 

可 以 看 到 , 任 球面 上 的 循环 入 i, 信 2,:… 的 次 回旋 可 以 用 围绕 临界 点 转 次 
未 完全 达到 . 通过 后 者 我 们 在 82.3 中 定义 了 曲线 的 财 链 或 分 文 . 于 是 临界 点 上 每 
一 分 支 对 应 于 复 曲 线 上 围绕 一 点 马 的 一 个 三 角形 循环 (kranz). 

三 角形 和信 构成 一 个 拓扑 “曲面 ， 当 在 某 一 顶点 有 多 个 循环 , 这 就 是 奇 点 . 
可 以 将 每 一 个 这 种 点 分 解 多 个 点 , 使 得 每 一 点 仅 涉 及 一 个 循环 , 如 此 得 到 的 没有 奇 
点 的 曲面 , 称 为 曲线 的 Riemann 面 , 由 上 面 所 说 可 知 , Riemann 面 上 的 反 一 一 对 应 
于 曲线 的 分 文 . 

我 们 不 能 在 这 里 对 Riemann 曲面 的 理论 作 进一步 深入 , 可 以 参考 Weyl 的 书 ， 
黎 曼 面 的 概念 (Die Idee der Riemannschen Fliche, Berlin, 1923) . 

我 们 转 到 n 维 情况 , 首先 证 明 一 个 代数 的 结果 . 

引 理 4.6.1 如 M( 了 5n) 是 复 投影 空间 5% 的 不 可 约 代 数 流 形 , 并 且 设 法 经 过 


Q@ 原文 如 此 . 似乎 该 是 : 每 一 边 上 最 多 有 两 个 三 角形 相 共 .一 一 译 者 注 
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线性 坐标 变换 , 使 M 的 一 个 方程 FI) =0 对 nm 为 正则 , 则 M 在 子 空 间 5"-1 上 
的 投影 M', 其 方程 为 mm = 0, 且 有 这 样 的 性 质 : 对 JM' 的 每 一 点 7 (7T0,*… ,Mn-1,0) 
至 少 有 M 的 一 个 点 n(m0,… ,Tn-1)7m) 与 之 对 应 . M' 仍 是 一 个 代数 流 形 , 且 除 去 
MM' 的 一 个 真子 流 形 N' 外 , 对 任 给 点 m1/, 其 在 M 上 的 对 应 点 7 的 坐标 mm 可 由 解 
一 代数 方程 e(7 ,mn) = 0 求 得 , 此 方程 对 % 有 理 , 对 加 整 有 理 , 并 且 在 MM 一 人 
上 有 完全 不 相同 的 根 . 

证 明 ”投影 M' 的 方程 由 M 的 方程 消去 nm 而 得 到 . 其 不 可 约 性 从 第 一 不 可 
约 判 别 准则 得 到 ($4.2); 因为 如 果 乘 积 f(mo,… ,7n-1)9(mo,… ,mn-1) 对 M' 所 有 
点 为 零 , 则 对 M 上 所 有 点 也 是 零 , 则 有 一 因子 在 M 上 为 零 , 从 而 也 在 M' 上 为 零 . 
(在 d=n 一 1 时 , M' 充满 整个 5,_1) 

MM' 的 一 个 一 般 点 &% 对 应 着 M 的 有 限 个 点 &, 这 些 点 的 坐标 6 是 下 面 将 求 得 
的 一 个 代数 方程 的 解 . 在 M 的 方程 f = 0 中 , 代 m0,… ,mn-1 以 坐标 60,… ,én-1， 
代 nn 以 一 不 定 元 z, 并 且 做 出 所 得 出 多 项 式 f,(&,z) 的 最 大 公 因 子 d(&,z), 即 有 


| fu(é, Z) 一 gv(é, Zz)d(é, 人， (4.6.2) 


d(é,2) = 》 hv(é,z2)fu(é, 2), 


其 中 do 和风 对 &0,… , zin_1 有 理 , 对 zz 整 有 理 . 从 (4.6.2) 得 出 , 多 项 式 f,(&,z) 
的 公共 零点 & 正好 是 d(&,z) 的 零点 . 

现在 来 分 出 de, >) 的 多 重 因子 , 为 此 我 们 作出 a(é,z) 和 它 的 微 商 d'(é,z) 的 最 
大 公 因 子 , 并 将 d(&, z) 用 它 来 除 . 可 以 假设 所 得 出 的 多 项 式 对 &0,… , én-_1 整 有 理 ， 
并 记 作 e(é,z); 其 次 数 为 h. 于 是 e(&,z) 是 d(&,z) 的 一 个 因子 , 但 e(é,z) 的 一 个 蜂 
可 被 d(é&,z) 除 尽 , 由 (4.6.2) 得 出 


| fu(é,2) = av(é, 2)e(é, 2), (4.6.3) 


e(é,2)° = > ,bv(é,2)fu(é, 2). 


从 (4.6.3) 导出 , f(&,z) 的 公共 零点 & 正好 是 e(&,z) 的 零点 . 只 要 在 gy(é,z) 和 
j(e, 2) 中 出 现 的 分 母 不 为 零 . 这 对 & 的 每 一 特殊 化 也 对 . 

设 p(€) 是 这 些 分 母 的 乘积 再 乘 上 e(é, >) 的 判别 式 和 e(é,z) 中 z 的 最 高 医 的 
系数 . 于 是 , 对 一 个 特殊 化 &0 一 m0,… ,所 -1 一 Mm-1 只 要 p(7) 关 0, 多 项 式 e( 和 ,>) 
就 有 h 个 不 相同 的 根 , 并 且 它 们 正好 是 f(n,z) 的 所 有 公共 根 . 我 们 可 以 将 e(m, >) 
和 p(7) 写 为 e(w,z) 和 p(”), 因为 它们 都 与 mn 无 关 . 

方程 p(w) = 0 连同 M' 方程 在 一 起 , 定义 了 M' 的 一 个 子 流 形 N'. 在 是 
M' 一 N' 的 一 个 点 , 则 p(n ) 关 0, 且 其 在 M 上 的 对 应 点 7 正好 是 方程 e(7 ,mn) =0 
的 解 . 于 是 引 理 证 完 . 口 
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如 果 给 有 一 组 多 个 , 其 最 高 维 数 为 > 的 流 形 M, 则 可 对 这 些 流 形 的 所 有 r 维 
不 可 约 部 分 Mi 应 用 引 理 . 其 对 应 的 投影 Ml 仍 有 维 数 7+, 从 而 N! 的 维 数 < . 两 
个 不 可 约 流 形 Mi 和 Mi 的 交 Di 连同 其 投影 D', 同样 有 维 数 < 7x. 现在 除 Ni 的 
所 外 , 再 去 掉 属于 DA4 的 点 wy/, 则 ei(w ,mm) = 0 的 根 非但 彼此 不 同 , 而 且 与 其 余 的 
方程 es( ,mn) = 0 的 根 也 不 相同 , 因为 否则 就 必然 有 点 7 既 属于 Mi; 也 属于 Mi， 
从 而 属于 Dix, 因此 7 属于 DD,. 

全 体 D'; 和 Ni; 的 并 称 为 V'. 于 是 得 出 : 

如 果 从 流 形 M 中 除去 那些 投影 属于 一 维 数 < 7 的 流 形 V' 的 点 mW， 则 所 
有 其 余 的 点 可 以 由 解 方 程 ei(W ,mn) = 0 求 得 这 些 方程 有 完全 不 同 的 根 ， 此 处 
(m0,… ,Mn-1,0) 遍历 5%_1 上 的 一 个 流 形 Ml. 

M 上 那些 投影 mw 属于 V' 的 点 ”构成 一 维 数 小 于 r 的 子 流 形 Q. 可 以 对 Q 
绸 次 使 用 同样 的 定理 , 并 且 继 续 做 下 去 , 直到 流 形 的 维 数 为 零 . 于 是 最 后 得 到 : 可 
以 将 整个 M 分 解 为 不 同 维 数 的 块 , 每 一 块 在 上 述 意义 下 由 方程 e(W ,mm) = 0 决定 ， 
此 处 7 遍历 投影 的 一 块 M'. 投影 的 块 系 两 代数 流 形 U',V' 的 差 U' 一 V'. 

我 们 现 从 复 投 影 空 间 转 到 实 欧 几 里 得 空间 4，. 

4n 中 一 个 单 形 X, 是 如 此 定义 : Xo 是 一 个 点 , Xi1 是 一 个 线段 , Xs 是 一 个 三 
角形 , Xi1 是 用 线段 联结 一 X 与 此 X 所 在 线性 子 空间 外 一 定点 而 得 到 .，X, 有 
7 十 1 个 顶点 . 并 且 其 中 每 s 十 1 个 (s < 7) 定义 X; 的 一 个 边 XX。, 单 形 的 拓扑 映像 
称 为 曲 边 单 形 , 同样 用 X 来 记 它 . 有 限 个 ( 直 边 或 曲 边 ) 单 形 X, 的 并 , 其 中 任意 
两 个 或 者 没有 公共 部 分 , 或 者 具有 一 公共 边 , 称 为 一 个 ( 直 边 或 曲 边 的 ) > 维 多 面 体 . 
一 空间 部 分 的 三 角 痢 分 , 是 指 将 这 空间 部 分 分 成 曲 边 单 形 , 其 中 任意 两 个 曲 边 单 形 
或 者 没有 公共 部 分 , 或 者 只 有 一 公共 边 . 

定理 4.6.1 设 在 实 的 4。 中 给 出 有 限 个 代数 流 形 M 以 及 一 个 实心 球 无 ， 


人 十 人 2 十 十 12 <， 


则 存在 实心 球 KK 的 这 样 一 个 三 角 剖 分 , 在 此 三 角 剖 分 下 ， 只 要 M 位 于 实心 球 内 ， 
它 就 完全 由 剖 分 的 边 组 成 . 

证 了 明 (1) 对 n= 1, 实心 球 是 一 个 线段 , 每 个 流 形 M(# 41) 由 有 限 个 点 构成 ， 
这 些 点 分 解 此 线段 为 子 线段 . 于 是 所 需 的 三 角 剖 分 已 经 找 出 . 

(2) 假定 定理 对 A,,_1 也 成 立 , 我 们 将 球面 也 算 为 流 形 M 中 的 一 个 , 通过 一 个 正 
交 坐 标 变换 将 能 使 得 , 流 形 M 的 每 一 个 都 具有 一 对 nm, 正则 的 方程 F(m1,… ,mn) = 
0. 于 是 , 在 引 理 的 基础 上 , 我 们 作 M 在 子 空间 4。1 上 的 投影 M', 并 如 前 将 M' 
分 解 为 块 UV' 一 V', 我 们 将 在 流 形 UV',V' 及 实心 球 只 十 … 十 内- < qa? 上 应 用 归纳 
法 假定 . 于 是 对 这 个 实心 球 有 一 个 三 角 剖 分 , 全 体 UV' 和 V'( 只 要 它 位 于 实心 球 中 ) 
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由 剖 分 的 单 形 组 成 , 每 个 点 集 U',V' 可 以 由 组 成 UV' 的 单 形 除去 V' 的 单 形 得 到 , 余 
下 是 此 三 角 齐 分 的 者 干 单 形 (不 同 维 数 ) 的 内 点 . 

下 一 步 证 明 的 思路 可 简 述 如 下 : 实心 球 中 的 点 nm, 如 果 其 投影 ww 属于 谢 分 的 
一 个 单 形 炙 , 则 构成 一 柱 形 后 集 . 它 将 由 那些 穿 过 它 的 各 个 代数 流 形 M 分 割 成 
“ 块 ”, 可 证 明 每 一 块 可 以 作为 曲 边 多 面体 . 将 这 些 多 面体 剖 分 成 曲 边 单 形 , 就 得 到 
实心 球 的 所 需要 的 在 三 角 剖 分 . 

(3) 为 了 完成 这 个 证 明 思路 , 我 们 讨论 整个 含 于 U' 一 V' 中 的 单 形 Xi 的 内 所 
7. 在 7 之 上 有 若干 个 流 形 M 的 点 n, 其 坐标 由 解 代数 方程 e(%',mn) = 0 求 得 . 这 
方程 对 每 个 X/ 中 的 ww 有 同样 的 次 数 h 和 同样 个 数 的 不 同 ( 复 ) 根 . 这 个 方程 的 实 
根 个 数 也 必定 是 固定 的 , 因为 在 点 7 的 连续 变动 下 , 一 对 实 根 只 能 变 为 一 对 共 轮 复 
根 , 如 果 这 一 对 实 根 在 这 个 变动 过 程 中 曾 一 度 是 重合 的 话 . 

方程 e( ,mn) = 0 的 实 根 可 按 大 小 排序 : 


nd) < ne) < < 0. (4.6.4) 


根据 代数 方程 根 的 连续 性 定理 , m8,… ,nY 是 X 内 wy 的 连续 函数 . 

我 们 研究 这 些 函数 7 如 ,… ,nm 在 接近 单 形 边界 时 的 性 质 , 设 7 趋 于 Xi 的 边 
界 点 6, 则 mn,… ,nn 作为 方程 (m1,… ,mn) = 0 的 根 总 是 保持 有 界 . 如 果 mn 
不 趋 于 一 确定 的 极限 值 6, 则 可 选 出 两 列 有 不 同 极限 值 的 收敛 列 : 


7 (2) 下 6 1， me (v) 一 Cn; 


FW) MOV) bn #0n. 


现在 可 用 在 极限 点 C' 邻 域 中 的 线段 将 m7'(v) 与 多 (>) 连 起 来 . 当 7 在 这 个 线 
段 6(v) 上 变动 时 , 相应 的 nV) 连续 地 由 mtz) 到 名 9"(z) 变动 . 可 以 在 6(v) 上 
适当 选取 点 7 '(v), 就 可 作出 第 三 个 序列 7 (v), 它 收敛 于 任 一 给 定 的 6 和 6 的 
中 间 值 . 于 是 有 无 限 个 点 《, 其 投影 为 C, 且 都 在 流 形 M 上 , 这 与 M 上 一 切 点 都 要 
满足 一 个 对 总 正则 的 方程 F(1,:… ,6) = 0 相 矛 盾 . 

就 是 说 点 7(1),… ,n 中 是 ?1 的 、 在 Xi 的 内 部 和 边界 上 的 连续 函数 . 

注释 4.6.1 “如果 在 X' 的 一 个 边 X/'(s < 7) 上 函数 86),… ,nm 取 边 值 
CC 则 如 此 定义 的 点 COD,… ,CO 也 属于 M. 流 形 M 中 位 于 X! 的 点 
之 上 的 点 C 也 将 由 XX' 上 的 连续 函数 0 个)，… ,CY 给 出 (正如 这 对 X/ 的 情形 一 
样 )， 于 是 边 值 0，… ,Ci 一 定 可 在 连续 函数 C4),… , Ch") 中 找到 ,并且 分 享 它 
们 种 种 性 质 . 由 此 得 出 , 例如 , 任 两 个 函数 Co ,Ce) 或 者 在 整个 X' 上 重合 或 者 在 
X! 的 整个 内 部 不 同 . 
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(4) 由 于 实心 球 K 的 表面 在 流 形 M 中 出 现 , 于 是 球面 两 个 位 于 7 之 上 的 点 
出 现在 nD .…………… n 之 中 , 而 且 由 于 前 面 (3) 所 排 的 顺序 , 它们 必定 是 第 一 和 最 后 
一 个 点 , 即 nD) 和 p00. 

现在 , 我 们 将 实心 球 分 成 “ 块 ”, 每 一 块 由 满足 下 列 条 件 之 一 的 所 有 点 组 成 : 

a.7 在 XX/ 中 ,mm =); 

b. 7 在 X' 中 ,pn < < Tie+D， 

在 实心 球 的 投影 的 边界 上 , 此 处 7 = n 中 , 块 b) 自然 就 不 存在 . 

显然 , 实心 球 中 每 个 点 , 属于 , 也 仅 属于 一 块 . 此 外 , 每 一 块 的 闭 包 , 仍 由 类 似 
定义 的 块 组 成 , 这 也 是 显然 的 . 图 1 是 将 平面 分 成 块 的 一 种 情形 , 在 这 种 情形 中 , 唯 
一 的 流 形 是 圆锥 曲线 . 图 2( 左 面 ) 是 三 维 空间 情形 中 b 型 块 的 形状 . 这 个 块 的 上 边 
界 (用 影 线 画 出 ) 与 下 曲面 是 a 型 块 . 


= 


SL 


图 1 图 2 


(5) 我 们 还 要 指出 , 每 一 块 连同 其 边界 在 一 起 , 可 拓扑 地 映 为 一 直 边 多 面体 , 于 
是 它 本 身 就 是 一 曲 边 多 面体 . 

对 a 型 块 , 很 容易 得 到 : 投影 7 一 7 拓扑 地 将 此 块 连同 其 边界 映 为 曲 边 单 形 
X; 及 其 边界 , 于 是 此 块 本 身 就 是 曲 边 单 形 . 

我 们 将 分 两 步 来 作 b 型 块 : 第 一 步 , 块 的 点 7 的 坐标 mm 不 动 , 而 将 思 …… ,mn _l 
如 此 变换 , 使 得 该 块 位 于 其 上 的 单 形 X/ 映 为 直 边 单 形 X;, 经 过 此 映射 后 , 我 们 就 
得 到 这 样 一 个 块 , 其 点 由 


n 在 XX 中 ，760 < 7 < 


来 确定 . 此 处 X 是 一 直 边 单 形 ; n,n + 是 闭 单 形 上 点 9 的 连续 函数 . 正如 我 
们 已 经 看 到 , 在 X; 内 部 WW? < n+7, 而 在 边界 上 nm? < ,并 且 在 X; 的 每 个 
边界 单 形 X。 上 , 或 者 处 处 有 m8 = + ,或 者 在 X。 的 内 部 处 处 有 m9) < m+. 

现在 将 单 形 X. 作 “ 重 心 重 分 ”. 一 个 单 形 的 重心 重 分 将 如 此 递归 定义 : Xi 是 
通过 某 一 分 点 刀 而 分 成 两 个 子 线段 . 如 果 XX 的 边界 上 的 所 有 X._1 已 经 作 好 重 
心 重 分 , 则 将 这 些 重 分 得 的 单 形 与 X; 的 一 个 内 点 用 线段 连接 起 来 , 就 得 到 XX; 
的 重心 重 分 中 . 于 是 , 这 个 单 形 的 顶点 是 刀 , 万 …… ,三 , 其 中 每 个 有 是 Xh 的 内 点 ， 
Xk_1 是 Xk(k = 1,2,… ,7) 的 边 . 
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我 们 现在 将 用 分 块 线性 函数 来 和 逼近 连续 函数 n4) 和 m+?, 我 们 注意 到 , 在 
一 个 直 边 单 形 上 的 坐标 的 线性 函数 , 为 单 形 顶 点 上 所 取 的 值 完全 决定 ， 于 是 我 们 
在 单 形 (0, 1,… ,所 ) 上 如 此 定义 两 个 线性 本 数 A 和 也 +0， 使 得 它们 在 顶点 
太一 0,1 7 ,) 上 与 已 给 的 值 mi)(J mit+D (7) 一 致 

如 果 两 个 不 同 的 单 形 (Jo, 九 ,… ,三 ) 有 一 公共 边 , 则 在 这 两 个 单 形 上 定义 的 函 
数 mt 在 公共 边 上 重合 ， 由 此 可 以 断言 在 一 子 单 形 上 定义 的 函数 友 ? 与 在 整个 
X. 定义 的 函数 一 起 构成 在 整个 X,, 连同 边界 的 上 连续 的 , 分 块 线性 函数 元", 这 
对 +0 同样 成 立 . 

当 一 个 线性 函数 只 要 在 单 形 的 一 个 顶点 上 大 于 另 一 个 线性 函数 , 即使 在 其 他 项 
点 上 相等 , 则 在 该 单 形 内 部 也 一 定 更 大 . 于 是 在 单 形 X, 内 部 有 

mm < 坝 

在 XX, 的 每 个 边 XX。 上 也 相应 地 有 : 如 果 在 一 个 这 种 边 的 内 点 上 有 78? < 鸣 1， 
则 同样 有 ji) < 到 +10, 如 果 在 Xs 在 = 人 + 则 也 有 雹 ) = 起 二 

现在 可 将 由 

7 E 大， 人) < < n+ 


所 定义 的 块 连同 其 边界 拓扑 地 上 映 为 由 线性 空间 界定 的 块 
n EX TM) <m<mtY 
连同 其 边界 , 为 此 只 要 将 点 7 的 坐标 1,… ,mm_1 保持 不 动 , mm 通过 


nn 一 ne 十 Ane + —n0], (0O<A<1) 
i = + A TD 一 起 


与 大 相互 关联 . 
容易 证 明 , 如 此 定义 的 映射 是 一 一 的 , 并 是 双向 连续 的 . 映像 块 可 直接 (例如 ， 
重心 生 分 地 ) 分 解 为 直 边 单 形 , 即 每 一 块 b 拓扑 地 映 到 直 边 多 面体 上 . 口 


注释 4.6.2 ” 当 我 们 对 证 明 的 最 后 第 (5) 步 再 一 次 审视 时 , 我 们 将 看 到 将 三 角 
剖 分 的 曲 边 单 形 映 为 直 边 单 形 的 映射 可 以 这 样 来 安排 , 使 得 曲 边 单 边 形 点 的 坐标 是 
直 边 单 形 内 部 点 的 坐标 的 可 微 函数 ， 自 然 这 就 必须 在 归纳 法 假设 中 认为 映射 函数 
是 可 徽 的 . 而 且 在 块 b 映射 的 第 一 步 中 , 取 映 射 函 数 为 可 微 的 . 因为 除去 其 临界 点 
外 , 代数 函数 m9) 是 可 微 的 , 所 以 证 明 的 第 (2) 步 所 导致 的 映射 也 只 会 是 可 微 的 . 
我 们 要 研究 的 下 一 个 问题 是 将 复 的 代数 流 形 化 为 实 的 流 形 . 为 此 , 通过 下 列 公 
式 
659 = 077， 
CC = og +iTjg (7 <&k), (4.6.5) 
GEG = Ojk — iTjk (I <k) 
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引入 一 个 将 复 投影 空间 映 为 实 代数 流 形 的 映射 . 这 里 6 …: 是 复 的 5 的 齐 次 坐 
标 , 取 ojk(0 jkgn) 和 Tjx(0 <j7<k<n) 为 实 Sy 的 齐 次 坐标 . 6 是 的 共 
辆 复数 ， 从 式 (4.6.5) 直接 看 出 Ojk 和 Tyk 是 实 的 ， 令 Okj = Ojk, Tkj = ~—Tjk, 77; = 0, 
则 可 将 (4.6.5) 简写 为 


CCk = ojg + iTig (j,k=0,1,...,n). (4.6.6) 
与 81.4 类 似 , oj 和 zj 通过 条 件 
(ai 十 iTjk) (Ohl 十 iThl) 一 ( 十 2T71)(CP 十 iThk ) 二 0 (4.6.7) 


互相 联系 . (4.6.7) 是 Sn 中 一 实 点 为 5 的 像 点 的 充分 必要 条 件 . 方程 (4.6.7) 在 
实 Sv 中 定义 了 一 个 代数 流 形 , 即 Segre 流 形 G. 如 同 在 81.4 中 所 见 , 5, 到 G 的 
映射 是 一 一 的 , 它 自 然 也 是 连续 的 , 从 而 是 拓扑 的 . 

Segre 流 形 G 与 超 平 面 


> ojij =coo+ou 十 … 二 on =0 (4.6.8) 


没有 公共 反 , 因为 只 要 不 是 所 有 的 6 = 0, 》 jC; 就 不 能 为 零 , 更 有 在 6 上 处 处 成 


kt 


jc 和 + iTjg| = [CyCx| = G6:V Crly = Vo-VORE < 0;j + Okk < >》 ch 


将 超 平面 (4.6.8) 考虑 作为 无 穷 远 超 平面 , 并 且 通过 归 一 化 》 oj;; = 1 引入 非 齐 次 
坐标 , 则 所 有 坐标 的 总 和 < 1, 因而 流 形 6 位 于 欧 几 里 得 空间 的 有 界 区 域 中 (例如 ， 
在 实心 球 》 co 名 二 》 7 和 <n+1 中). 
5n 中 代数 流 形 
fu(6)=0 (4.6.9) 


对 应 于 6 上 的 一 个 像 流 形 , 只 要 将 方程 乘 其 复 共 力 方 程 
万 (四 万 (0) 一 0， 


并 把 6GG 代 以 Ojk 十 iTjkp 驶 可 得 到 . 

如 果 现 在 设 给 有 5,;, 中 有 限 个 代数 流 形 M, 则 它 对 应 于 6 上 有 同样 多 个 实 的 
子 流 形 . 根据 定理 4.6.1, 有 6 的 一 个 三 角 前 分 , 在 此 三 角 前 分 下 所 有 这 些 子 流 形 都 
由 前 分 的 单 形 组 成 , 于 是 证 明了 如 下 定理 . 

定理 4.6.2 存在 复 Sn 的 一 个 三 角 剖 分 , 在 此 剖 分 下 , 5S% 中 事先 给 出 的 有 限 
个 流 形 M 全 部 由 剖 分 的 单 形 组 成 . 
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至今 , 我 们 还 没有 涉及 此 三 角 剖 分 的 单 形 的 维 数 , 由 定理 4.6.1 的 证 明 . 显然 ， 
对 实 的 5 的 代数 流 形 M 进行 三 角 章 分 仅 用 到 维 数 至 多 为 d 的 单 形 . 具有 一 个 孤 
立 扩 的 平面 三 次 曲线 的 例子 指出 , 在 此 三 角 剖 分 中 可 能 出 现 维 数 小 于 d 的 单 形 , 而 
且 不 仅 只 有 单 形 Xa 的 边 的 维 数 才 小 于 d. 

当 从 复 9, 过 渡 Segre 流 形 6 时 , 它 的 每 一 不 可 约 流 形 M 的 维 数 加 倍 , 因为 
M 上 后 的 坐标 的 实 部 及 虚 部 现在 作为 独立 变量 出 现 ， 因 此, M 的 三 角 剖 分 的 单 形 
维 数 最 高 为 2d. 还 能 进一步 证 明 如 下 定理 . 

定理 4.6.3 ”在 复 Sn 中 , d 维 不 可 约 代 数 流行 的 三 角 剖 分 仅 出 现 2d 维 单 形 
X2d 和 它 的 各 条 边 . 

证 明 和 在 84.5 中 做 的 一 样 , 我 们 如 此 选取 坐标 , 使 得 M 的 一 个 一 般 点 & 的 
坐标 6&441,… ,名 是 &0,… ,&4 的 整 代数 函 数 . 于 是 根据 定理 4.5.4(84.5), 对 坐标 的 
每 一 组 值 (0,… ,Cu 对 应 有 M 的 若干 个 点 《, 其 坐标 6,… ,& 系 由 对 多 项 式 


k 


h(uo,.** Un, G0, Gd, Z) 一 11(z- 6), (4.6.10) 


1 


Cn = Uo Co 二 1 Ci 十 … 十 Un C, 
进行 因子 分 解 得 出 . 

我 们 已 经 看 到 , 由 M 的 三 角 剖 分 所 得 的 一 个 曲 边 单 形 上 点 的 坐标 , 是 r 个 实 
参数 的 连续 可 微 函数 . 现在 我 们 通过 将 坐标 C1,.… ,C, 取 为 零 而 将 X, 投射 到 一 
个 子 空间 54 中 , 则 X; 的 投影 是 一 个 点 集 , 其 坐标 依然 与 个 实 参数 连续 可 微 地 
相关 . 如 果 + < 24, 则 一 个 这 种 点 集 在 复 5 中 一 定 无 处 稠密 , 对 三 角 章 分 的 所 有 单 
形 Xi(r = 0,1,… ,2d - 1) 作 投影 , 则 其 所 有 投影 的 并 是 5 中 一 个 无 处 稠密 点 集 
W, 于 是 W 中 每 一 点 6, 一 定 是 不 属于 W 点 列 C(v) 的 极 根 

正如 上 述 指出 的 : 对 于 每 一 个 投影 “一定 有 M 上 -组 大 个 点 上 .人 同 
样 对 每 个 6'(z) 也 有 M 上 一 组 个 点 < (v),.… ,C (v), 每 一 个 都 是 由 因子 分 解 
(4.6.10) 确定 , 通过 zo = Co(v) = 1 将 坐标 归 一 化 , 则 所 有 坐标 CG(v) 一 致 有 界 . 于 
是 可 以 从 这 个 点 组 的 序列 中 选 出 收敛 子 列 , 对 此 子 列 , 有 


CO 一 Co 一 ““*)， Cn) -地 (z 一 co) 


因为 方程 (4.6.10) 在 极限 过 程 中 保持 成 立 , 另 一 方面 多 项 式 的 因子 分 解 是 唯一 的 ， 
1 k 1 k 

因此 极限 点 … ,必定 与 6.… ,C 的 任 一 次 序 重合 , 即 每 个 点 忆 .… ,C 一 定 是 M 

上 这 样 一 些 点 的 极限 , 其 投影 不 属于 点 集 Wi. 
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也 就 是 说 , M 的 三 角 剖 分 所 得 的 单 形 X(r < 2d) 中 的 每 个 点 一 定 是 M 上 一 
些 点 的 极限 , 这 些 点 不 属于 r < 2d 的 单 形 X;, 因而 这 些 点 一 定 是 单 形 X24 的 内 点 . 
由 此 得 出 , 每 一 个 单 形 X(r < 2d) 是 M 上 Xza 的 边 . 口 

可 以 像 在 本 节 开 头 对 平面 曲线 作 三 角 剂 分 那样 , 使 复 流 形 M 的 三 角 剖 分 由 空 
间 Sa 的 剖 分 得 出 , 这 时 可 以 从 Su 的 每 个 点 6 是 M 上 大 个 点 《 的 投影 这 一 点 
出 发 . 为 此 要 这 样 来 剖 分 Sa, 使 得 由 多 项 式 (4.6.10) 的 判别 式 的 零点 所 组 成 的 分 支 
流 形 被 用 作 痢 分 ，Wirtinger 和 Brauner2 就 是 以 这 种 方式 研究 了 两 个 变量 的 代数 
函数 . 


(QD) Brauner K. Abh. Math. Inst. Hamburg. Bd. 5. 
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代数 对 应 几乎 是 和 代数 几何 有 同样 久远 的 历史 . Chasles 关于 一 条 直线 的 后 之 
闻 一 个 对 应 的 不 动 点 数目 的 定理 (参见 85.1) 被 Brilld 推广 到 一 条 代数 曲线 的 点 之 
闻 的 对 应 . Schubert@ 把 这 一 定理 又 推广 到 空间 col 个 点 对 的 系 的 情况 . 得 到 大 量 
结果 . 最 后 Zeuthen% 又 做 了 进一步 深化 并 给 出 了 各 种 应 用 . 

首先 弄 清 楚 对 应 这 一 概念 . 对 应 这 个 概念 对 建立 代数 几何 学 的 基础 的 普 过 意 
义 首 先是 意大利 的 两 位 几何 学 者 : Severi 和 Enrigues 认识 到 的 . 凡是 几何 形体 之 间 
的 相互 关系 可 以 用 代数 方程 来 描述 的 地 方 都 可 以 用 得 上 对 应 这 一 概念 . 在 此 , 首先 
要 讨论 的 是 对 应 概念 的 一 些 一 般 的 和 基本 的 意义 . 至 于 开头 提 到 的 关于 对 应 的 不 动 
点 数目 的 研究 , 我 们 只 能 介绍 读者 去 参见 上 述 文献 @. 

此 后 x,y,… 不 再 仅 专 指 作 未 定 元 . 也 表示 复数 或 代数 函数 . 其 意义 总 是 从 上 
下 文 的 关联 中 得 以 明确 . 


85.1 代数 对 应 . Chasles 对 应 原理 


Sm 和 59, 是 两 个 射影 空间 , 它们 可 能 是 同一 个 空间 . 我 们 称 点 对 (z,y) 的 代数 
流 形 为 代数 对 应 (algebraische korrespondez)R( 此 处 x 属于 5%m,y 属于 59). 对 应 将 
用 一 组 齐 次 方程 (对 z, y 分 别 是 齐 次 的 ) 
f(To,…: ;Tm, VO, *" ) Yn) 二 0 (5.1.1) 
给 出 . 称 点 y 是 在 对 应 下 对 应 于 点 z. 一 个 对 应 点 y 也 称 为 在 对 应 下 点 x 的 像 点 . 
相反 的 z 称 y 的 原 像 . 
对 应 的 例子 有 对 射 (特别 是 极 系 和 零 系 ). 它们 用 一 个 双 线 性 方程 


>》 ajpTjYk 一 0 


yj 二 > ajkTk 或 y; (二 jzzk ) 一 Yj (二 aikzpj 二 0 


7 

QD Brill A V. Math. Ann. Bd. 6 (1873) S. 33~65 and Bd. 7 (1874) S. 607~622. 

©) Schubert H. Kalkiil der abzaihlenden Geometrie. Leipzig 1879. 

9 Zeuthen H G. Lehrbuch der abzahlenden Methoden der Geometrie. Leipzig 1914. 

@ 在 此 再 补充 Lefschetz S. Trans. Amer. Math. Soc. Bd. 28 (1928) S. 1~49 以 及 Severi F. 在 
Rendiconti Accad, Lincei 1936 und 1937. 上 所 发 表 的 若干 文章 
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最 后 投影 (y 是 x 在 空间 Sn 的 一 个 子 空间 5,, 上 的 投影 . 而 取 x 属于 一 个 任意 流 
形 M) 也 是 对 应 的 例子 . 

对 应 的 概念 还 可 以 这 样 来 推广 : 代替 点 x 和 w 用 其 他 几何 形体 , 如 取 点 对 、 线 
性 空间 、 超 曲面 . 只 要 这 种 形体 可 以 用 一 组 或 多 组 齐 次 坐标 来 给 出 , 方程 (5.1.1) 也 
应 该 对 每 个 单个 的 坐标 组 是 齐 次 的 . 所 有 下 面 的 考虑 都 直接 地 对 这 些 一 般 情况 也 
成 立 . 而 这 对 于 应 用 是 极其 重要 的 . 但 是 在 表述 定理 时 , 我 们 仅 用 在 x 和 y 是 点 的 
情况 . 我 们 不 去 说 “形体 ”x 和 “形体 ”y, 而 简单 地 说 点 x 和 v. 

我 们 从 方程 (5.1.1) 消去 y, 得 到 一 齐 次 结 式 系 


gu(Zzo 2Zm) = 0， (5.1.2) 


对 (5.1.2) 的 每 一 个 解 > 至 少 有 一 对 点 (zx,y) 属于 对 应 . 同样 , 消去 x 得 到 一 个 齐 
次 方程 组 
hy(yo,... ,yn) = 0. (5.1.3) 


方程 (5.1.2) 确定 5% 里 的 一 个 代数 流 形 M 为 对 应 只 的 原 流 形 (urmannifaltigkeit). 
同样 , 方程 (5.1.3) 在 S。 里 确定 一 个 代数 流 形 N 是 对 应 的 像 流 形 (bildmanni- 
faltigkeit)， 我 们 也 说 只 是 M 和 间 的 一 个 对 应 . 如 果 (zx,y) 是 对 应 的 一 个 点 
对 , 那么 x 属于 M, y 属于 N. 又 对 每 个 M 的 点 x( 或 N 的 点 y) 至 少 有 一 个 对 应 
扩 y 属于 N( 或 M 上 的 zx). 

使 点 x 固定 , 那么 方程 (5.1.1) 确定 一 个 S。 内 的 代数 流 形 是 N 的 某 一 个 子 流 
形 Nz. Ns 是 上 x 的 对 应 点 y 的 全 体 . 相反 , 对 应 于 每 一 个 N 的 点 vy 有 一 个 M 上 
的 点 z 的 代数 流 形 M.. 

如 果 M 和 N 是 不 可 约 的 (对 应 & 可 以 是 可 约 的 或 不 可 约 的 ), 并 且 对 应 每 一 
个 M 的 一 般 点 是 NN 的 6 个 点 . 相反 , 对 于 N 的 每 个 一 般 点 对 应 于 M 的 a 个 点 ， 
那么 我 们 说 它 是 M 和 N 之 间 的 一 个 (a, 6) 对 应 . 此 处 M 的 一 个 特殊 点 可 能 对 应 
于 有 限 或 无 限 多 N 的 点 . 稍 后 我 们 还 将 更 详尽 地 研究 这 个 从 一 般 点 过 渡 到 特殊 点 
的 过 程 . 

如 果 流 形 只 是 不 可 约 的 , 那么 称 它 是 不 可 约 对 应 . 在 这 情况 下 M 和 N 也 是 不 
可 约 的 . 因为 当 两 个 形式 的 乘积 (zx)G(x) 对 M 所 有 点 取 零 , 那么 关于 对 应 & 的 
所 有 所 对 (z,y) 乘积 也 取 零 . 因此 , 将 有 一 个 因子 已 或 G 对 只 的 所 有 点 对 (x,%) 
取 零 , 从 而 也 对 M 的 所 有 点 x 取 零 . 

作为 最 简单 的 , 但 也 是 最 重要 的 情况 , 我 们 首先 考虑 一 直线 51 的 点 > 和 y 之 
间 的 (o 6) 一 一 对 应 . 对 应 是 纯 一 维 的 . 因此 , 它 是 二 重 射影 空间 S11 内 的 一 个 超 
曲面 , 可 以 (正如 每 个 超 曲 面 ) 用 一 个 单一 的 方程 


f(z,y)=0 (5.1.4) 


§5.1 ”代数 对 应 . Chasles 对 应 原理 . 127 . 


给 定 . 我 们 假设 函数 f 没有 多 重 因 子 . 方程 对 于 点 x 的 两 个 坐标 zo, zl 都 是 齐 次 
的 . 同样 , 对 y 的 坐标 yo, yi 也 如 此 . 如 果 关 于 z 次 数 是 a, 关于 y 是 6, 那么, 相 
应 于 一 个 一 般 点 x 显然 有 6 个 不 同 点 vy. 同样 , 相应 于 一 个 一 般 点 y 有 a 个 不 同 

在 (5.1.4) 中 令 z = y, 就 可 求 得 对 应 的 不 动 点 ， 这 样 就 得 到 关于 y 的 a+pB 
次 方程 . 它 或 者 是 恒等式 或 者 正好 有 a + 6 个 根 (每 个 连同 重 数 计 入 ). 这 样 一 来 ， 
对 应 (5.1.4) 或 者 含有 恒 等 对 应 作为 成 分 或 者 正好 有 a 十 P 个 不 动 点 , 它们 由 方程 
jz,z) = 0 给 出 . 此 处 在 算 不 动 点 个 数 时 我 们 连同 重 数 一 并 计 入 . 这 就 是 “Chasles 
对 应 原理 ”. 

下 面 给 出 Chasles 对 应 原理 的 一 个 简单 应 用 . 


我 们 考虑 不 相 切 的 两 条 圆锥 曲线 有 KK, K'. 从 KK 上 一 点 马 作 一 K' 的 切线 , 它 和 K 的 第 二 
个 交点 是 吕 . 通过 记 给 出 K' 的 第 二 条 切线 , 它 和 KK 的 第 二 个 交点 是 已 . 如 此 继续 . 人 们 构 
造 出 链 己 , Pi, 忆 ,… , Pn. 现在 我 们 断言 当 链 曾 有 一 次 在 非 平凡 的 意义 下 封闭 Pn = Po, 则 
不 管 刀 在 开 上 是 怎样 选择 , 链 都 封闭 . 我 们 说 , 链 古 ,已 , 声 ,…… ,Pn 在 平凡 意义 下 封闭 , 如 
果 或 者 是 ( 当 n 是 偶数 ) 中 间 项 Pi,, 是 K 和 K' 的 交点 , 或 者 是 ( 当 n 是 奇数 ) 两 个 中 间 项 
Pns! 和 Pas 重合 且 它 们 的 连 线 是 两 个 圆锥 曲线 的 公共 切线 (看 第 二 和 第 三 个 图 ). 在 两 个 情 
况 下 链 的 后 半 部 分 和 前 半 部 分 相等 而 具有 相反 的 次 序 . 这 样 已 , = Po. 这 种 平凡 情况 (不 论 n 是 
偶数 或 奇数 ) 出 现 四 次 . 因为 会 有 四 个 交点 和 四 条 公 切 线 . 因此 Po 和 PP 之 间 的 对 应 是 (2, 2) 
对 应 . 它 总 有 四 个 平凡 的 不 动 点 ,如果 此 外 它 还 有 一 个 不 动 点 , 那么 依 Chasles 对 应 原理 . 它 含 
有 恒 等 对 应 作为 部 分 . 于 是 , 我 们 从 每 个 点 PB 可 以 作出 一 个 封闭 链 PP, = 忆 . 以 相反 方 同 通 过 


P=P, 


@ 
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的 同一 个 链 给 出 具 同 一 起 点 的 第 二 个 链 . 这 样 一 来 , 不 管 如 何 选取 Po, 两 个 从 PPo 给 出 的 链 
都 封闭 . 


85.2 不 可 约 对 应 : 个 数 守 恒 原 理 


一 不 可 约 对 应 (正如 每 一 不 可 约 流 形 ) 是 由 它 的 一 般 点 对 (上 ,7) 确定 的 . 一 般 
扩 对 的 特征 性 质 是 : 一 般 点 对 满足 的 所 有 齐 次 代数 关系 式 F(&,n) = 0, 一 定 是 对 应 
的 所 有 点 对 (zx,y) 也 满足 ; 换 而 言 之 , 对 应 的 所 有 点 对 是 利用 一 般 点 对 (&,n) 的 特 
殊 化 产生 的 . 如 果 我 们 想 定 义 一 个 不 可 约 对 应 , 那么 从 给 出 一 个 (任意 确定 ) 一 般 
扩 出 发 是 方便 的 ; 从 这 一 般 点 经 过 特殊 化 产生 的 所 有 点 对 (x,y) 一 定 组 成 一 个 不 可 
约 的 对 应 . 
作为 例子 , 如 果 M 是 给 定 的 不 可 约 流 形 , £ 是 它 的 一 般 点 . 现在 若 同 阶 次 的 形 
式 po,p1…… ,pn 在 M 上 不 全 为 零 , 那么 用 
Mo: M1: :Nn = po0(€) : p1(€) :1 : pnlé) (5.2.1) 
给 出 第 二 个 点 m, 有 理 地 依赖 &. 点 对 (&,n) 是 一 个 不 可 约 对 应 的 一 般 点 对 . 这 不 可 
约 流 形 的 所 有 点 对 用 它 的 特殊 化 产生 . 一 个 这 样 的 对 应 称 为 M 的 有 理 映 像 . 根据 
特殊 化 保持 关系 不 变 这 一 点 和 关系 (5.2.1) 等 价 的 关系 
Mipi(é) — MNPpi(d)=0 
也 必定 为 只 的 每 一 特殊 点 对 所 满足 : 
Yipi (zx) 一 yi;Pi(T) 二 0. (5.2.2) 
如 果 不 是 所 有 oj(z) = 0, 则 y 的 比 由 (5.2.2) 唯一 确定 了 . 但 是 如 果 对 M 的 一 个 
扩 Z, 所 有 的 pj(z) = 0, 则 点 z 对 应 于 怎样 的 y, 式 (5.2.2) 没有 给 出 更 多 的 断言 . 
因此 , 我 们 应 该 采用 其 他 的 办 法 . 例如 , 采用 极限 过 程 ， 即 对 点 x 在 M 上 从 各 种 
可 能 的 方面 逼近 它 , 然后 去 看 像 点 y 出 现 怎 样 的 极限 位 置 . 由 于 定义 对 应 的 形式 的 
连续 性 , 每 个 这 样 得 到 的 点 对 (z,y) 属于 对 应 . 另 一 方面 从 第 4 章 附录 的 定理 4.6.3 
得 出 , 对 应 的 所 有 点 对 (z,y) 都 可 用 这 办 法 得 出 . 
不 可 约 对 应 & 的 维 数 g 是 一 般 点 (2 9 坐标 比 的 代数 独立 的 个 数 . 譬如 , 当 
&o 0 且 mo 关 0 时 ,我们 可 以 取 &0 = mo = 1. 因此 g 是 量 6)… ,x,)… ,1 
的 代数 独立 的 个 数 . 假设 a 是 € 关于 基 域 K 的 代数 独立 的 个 数 , b 是 7 关于 域 
K( 红 1,… ,ém) 的 代数 独立 的 个 数 . 那么 显然 
4 一 Q 十 0. (5.2.3) 
同样 , 当 c 是 w 的 代数 独立 的 个 数 且 d 是 添加 ?7 后 的 代数 独立 的 个 数 , 则 


dg 一 C 十 d. (5.2.4) 
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数 a,b,c,d 的 几何 的 意义 为 流 形 维 数 . £ 确定 了 M 的 一 个 一 般 点 . 由 于 每 个 & 
满足 的 齐 次 关系 F(&) = 0, 对 所 有 MM 的 点 x 也 满足 , 反之 亦 然 . 这 样 ,a 是 M 的 
维 数 . 同样 , c 是 NN 的 维 数 . 现在 将 进一步 断言 , 对 M 的 一 般 点 & 对 应 的 入 的 子 
流 形 Ne, 关于 域 K(&1,… ,Em) 不 可 约 , 维 数 为 b. 

Ne 由 所 有 的 这 种 y 组 成 , 其 中 点 对 (&,y) 属于 对 应 , 也 就 是 对 (&,7) 满足 的 所 
有 齐 次 代数 关系 , 对 (£,y) 也 满足 . 当 令 &0 = 1 这 些 关系 对 上 失去 了 齐 次 性 . 但 对 
y 仍 保持 . 所 以 它 可 以 理解 作为 系数 在 域 发 (6 = K(&1,… ,tm) 上 关于 7 的 齐 次 关 
系 . 依 前 所 述 , 点 7 满足 的 系数 在 改 (6 上 的 所 有 齐 次 代数 关系 , 对 Ne 的 所 有 抬 y 
也 适合 . 反之 亦 然 . 但 这 说 明 7 是 Ne 的 一 般 点 . 因此 , Ne 是 关于 域 K(é&) 不 可 约 
的 且 维 数 是 b. 在 域 K(é) 的 一 个 扩张 域 上 , 流 形 Ne 可 能 分 解 . 但 它 的 所 有 绝对 不 
可 约 成 分 全 部 具有 同一 维 数 b( 参 见 84.5 定理 4.5.5). 

从 (5.2.3) 和 (5.2.4) 就 可 得 到 个 数 守恒 原理 : 

在 M 和 NN 间 的 一 个 gq 维 不 可 约 对 应 里 ， 当 a 维 原 流 形 M 的 一 个 一 般 点 & 对 
应 于 NN 的 点 的 一 个 b 维 流 形 . 以 及 反 过 来 , c 维 像 流 形 N 的 一 个 一 般 点 ,对 应 于 
M 的 点 的 d 维 流 形 . 那么 

0 一 QQ 十 0 一 c 十 d. (5.2.5) 


请 注意 , 对 应 的 所 有 一 般 点 对 (&,n) 是 彼此 等 价 的 , 再 说 这 对 M 和 六 的 一 般 
点 同样 正确 . 我 们 是 从 M 的 一 个 一 般 点 出 发 , 而 后 去 找 关 于 NN 的 一 个 一 般 的 对 
应 点 nm, 还 是 相反 的 从 NN 的 一 个 一 般 点 出 发 , 是 无 关 紧 要 的 . 我 们 肯定 找到 同样 的 
数 a,b, c,d 和 对 应 的 一 般 点 对 (&,m) 的 同样 的 性 质 . 

在 大 多 数 的 应 用 中 . 当 wb 和 d 知道 后 . 我 们 利用 式 (5.2.5) 去 确定 像 流 形 NN 
的 维 数 c. 如 果 我 们 求 得 c = n, 则 可 断言 像 流 形 N 是 整个 空间 Sn". 

例 5.2.1 具有 一 个 尖 点 的 三 次 平面 曲线 依赖 于 多 少 参 数 . 换 旬 话说 , 上 共有 一 
个 尖 点 的 三 次 曲线 的 流 形 是 多 少 维 . 

我 们 构造 一 个 点 x 和 三 次 曲线 y 之 间 的 一 个 对 应 &. 其 中 让 点 x 对 应 于 所 有 
的 以 xz 为 一 个 尖 点 的 曲线 y. 人 们 可 以 如 下 去 给 出 这 个 对 应 的 一 个 一 般 点 : 取 一 个 
一 般 点 € 和 在 平面 内 通过 它 的 一 般 直 线 u.， 因 此, 用 和 作 尖 点 及 作 尖 后 切线 的 
三 次 曲线 y 的 系数 应 该 满足 五 个 独立 的 线性 方程 组 VY， 由 于 在 一 个 一 般 的 三 次 曲 

Q@ 我 们 取 & 作 坐标 原点 . 直线 wu 作 zl 轴 并 给 出 三 次 曲线 的 方程 如 下 的 非 齐 次 坐标 形式 : 

ao 十 alzl 十 a272 十 a3Z1 十 a4Z172 十 a5z2 十 .… 一 0， 
那么 , 尖 点 是 & 且 具 有 尖 点 切线 vw 的 条 件 为 
ao 一 al 三 ao 三 aa 三 ad4 王 0. 


如 果 我 们 随后 将 曲线 方程 变换 至 任意 其 他 坐标 系 . 那么 , 这 些 线性 方程 自然 地 也 被 变换 了 ; 但 它 保留 为 五 个 
独立 的 线性 方程 . 
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线 的 方程 中 出 现 10 个 系数 . 其 中 之 一 我 们 可 以 取 作 1. 方程 组 的 一 般 解 还 依赖 于 
9 一 5 = 4 个 确实 的 参数 . 再 算 上 (在 给 定点 上 的 ) 尖 点 切线 w 依赖 的 一 个 确实 常 
数 . 这 样 我 们 得 到 五 个 参数 . 我 们 让 所 有 这 些 参数 是 未 定 的 . 那么 得 到 一 个 一 般 点 
(和 四 从 此 对 应 的 所 有 点 对 (z,y) 利用 参数 的 特殊 化 (作为 保持 关系 不 变 特殊 化 的 
最 简单 类 型 ) 得 到 . 从 而 对 应 是 不 可 约 的 . 由 个 数 守恒 原理 给 出 


2 十 5 一 cC 十 0; c 一 7， 


所 以 要 求 的 维 数 等 于 7. 

求 得 的 结果 也 可 以 表达 为 : 具有 一 个 尖 点 的 三 次 平面 曲线 有 co7. 用 完全 类 似 
的 办 法 , 我 们 可 以 着 手 确定 各 种 维 数 (如 例 5.2.3 及 练习 5.2 题 1). 

例 5.2.2 ”给 定 一 三 次 空间 曲线 C. 要 证 明 : 通过 空间 每 一 点 有 该 空间 曲线 的 
一 条 弦 或 切线 (在 $1.11 中 这 一 结果 曾 用 计算 导出 过 ). 

通过 曲线 的 两 个 一 般 点 作 一 弦 ， 从 这 个 弦 利 用 特殊 化 我 们 得 到 所 有 的 弦 和 切 
线 ( 当 此 两 点 重合 时 . 后 一 情况 发 生 ), 这 样 弦 和 切线 一 起 构成 二 维 不 可 约 流 形 . 现 
在 我 们 构 作 一 个 弦 z 和 它 的 点 y 之 间 的 对 应 . 让 每 一 条 弦 x 对 应 于 在 它 上 面 的 所 
有 点 y. 这 个 对 应 也 是 不 可 约 的 . 在 式 (5.2.5) 中 w = 2 和 = 1. 为 了 决定 d. 我 们 
注意 到 : 通过 曲线 外 每 一 点 至 多 有 一 条 弦 . 因为 两 个 相交 的 弦 决 定 一 个 平面 . 它 和 
曲线 有 四 个 公共 点 , 这 是 不 可 能 的 , 从 而 d = 0. 现在 从 (5.2.5) 得 c = 3. 也 就 是 证 
明了 点 y 的 流 形 是 整个 空间 . 

例 5.2.3 一 个 空间 5 的 子 空间 5%,,. 通过 它 的 Pliicker 坐标 映 为 其 像 空间 
的 一 个 点 y. 我 们 要 证 明 . 像 点 构成 一 个 (m + 1)(n - mm) 维 的 不 可 约 流 形 . 换 句 话 
说 , 在 5;, 内 有 com+Dm-m) 个 子 空间 . 

证 明 ”在 5, 内 (m++1) 个 一 般 地 选择 的 点 确定 一 个 子 空 间 5,,. 利用 特殊 化 
从 这 些 点 我 们 得 到 任意 一 个 (m +1) 个 线性 独立 的 点 组 . 从 而 也 由 头 一 个 5 得 到 
任 一 个 5%. 所 以 这 就 已 经 证 明了 子 空间 5 构成 一 个 不 可 约 流 形 . 记 (m 寺 1) 个 
一 般 点 为 &, 用 7 记 它 决定 的 子 空间 . 那么 点 对 (上 ,7) 确定 一 个 不 可 约 对 应 , 使 这 点 
对 正好 是 它 的 一 般 元 素 . 由 于 在 5S; 内 (m 十 1) 个 一 般 点 的 组 依赖 于 (m + 1)n 个 参 
数 . 在 一 个 预先 给 定 Sm 内 (m 十 1) 个 一 般 点 的 组 依赖 于 (m 十 1)m 个 参数 . 所 以 有 


a= (m+1)n; b=0; d= (m+1)m. 
这 样 , 从 (5.2.5) 得 出 c= (m 十 1)(n 一 m). 
练 习 5.2 


1. 具有 二 重点 的 4 阶 平面 曲线 有 oo 条 . 具有 两 个 二 重点 的 有 col2 条 . 具有 三 个 二 重点 
有 oo 条 . 正好 有 一 个 或 两 个 二 重点 的 4 阶 曲线 的 全 体 是 不 可 约 的 . 正好 有 三 个 二 重点 的 曲线 
分 解 为 两 个 维 数 同等 于 11 的 不 可 约 子 流 形 . 
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最 后 , 让 我 们 简 述 一 个 虽然 很 特殊 但 还 经 常用 到 一 个 关于 对 应 的 不 可 约 性 的 判 
据 . 

引 理 5.2.1 设 一 个 对 应 由 的 方程 可 以 分 成 为 一 个 只 含 x 的 方程 , 这 个 方程 
确定 一 不 可 约 的 原 流 形 MH, 和 关于 x 和 Y 的 方程 . 后 者 对 4 是 线性 的 且 总 是 有 同 
样 的 秩 , 因而 M 的 每 一 点 对 应 于 同一 维 数 b 的 一 个 线性 空间 Ns. 一 个 这 样 的 
对 应 是 不 可 约 的 . 

证 明 ”对 应 的 一 个 一 般 点 对 (€,n) 可 如 下 得 出 :上 是 M 的 一 般 点 和 7 是 线性 
空间 Ne 同 5 个 一 般 超 平面 4… ,V4 的 交点 . 我 们 现在 要 证 明 , 对 应 的 每 个 对 (zx,%) 
是 (&,n) 的 一 个 特殊 化 . 这 相当 于 给 出 了 一 个 任意 的 齐 次 关系 F F(&,n) = 0; 我 们 要 
证 明 , F(x,y) = 0 也 成 立 . 

通过 点 y 我 们 也 取 个 超 平面 5,.… ,v, 使 它们 和 N, 仅 交 出 一 个 点 y. 从 对 
应 中 关于 y 的 线性 方程 和 超 平面 5,… ,v 的 方程 我 们 可 以 解 出 y 的 坐标 比值 , 它 
们 用 行列 式 形式 表达 出 : 


Yo :Yi :7 :Yn = Do(7x,v) Di) :pp D(z,v). (5.2.6) 
由 于 对 特殊 点 zx 和 特殊 超 平面 v, 行列 式 Do,… , D; 不 全 等 于 零 , 所 以 对 M 的 一 
般 点 上 和 一 般 超 平面 4… , 心 它们 也 不 全 为 零 . 因此 , 当 > 和 w 用 上 和 代替 时 ， 
亦 给 出 线性 方程 组 的 行列 式 解 : 
710:71 :£7 :Mn = Do(é,u) : Di(é,u) :1 : Dn(é,u). (5.2.7) 
由 于 式 (5.2.7), 从 FF(&,n) = 0 可 得 


F(é, Dy(é,u)) 一 
这 样 , 因为 上 是 M 的 一 般 点 , 所 以 有 
F(x, D,(7x,u)) = 0， 


进一步 用 v 代替 未 定 元 v 

F(x, D,(7x,v)) = 0. 
由 于 式 (5.2.6) 
F(x,y)=0, 
从 而 (&,n) 是 对 应 的 一 般 点 对 而 且 对 应 是 不 可 约 的 . 
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定理 5.3.1 不 可 约 a 维 流 形 M(a > 0) 和 一 个 一 般 超 平面 (u,7) = 0 的 交 是 
一 个 相对 于 域 K(wu ,… ,wu") 的 不 可 约 (a 一 1) 维 流 形 . 
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证 了 明 ”让 流 形 M 的 点 xz 对 应 于 过 z 的 超 平 面 y, 我 们 得 到 一 个 对 应 只 对 应 
的 方程 是 关于 M 的 方程 和 方程 (x,y) = 0. 后 者 表达 了 x 处 在 超 平面 y 内 . 根据 
8$5.2 引 理 , & 是 不 可 约 的 , 并 且 通 过 M 的 一 个 一 般 点 & 作 一 个 一 般 超 平面 w, 就 得 
到 只 的 一 般 点 对 (é&,). 个 数 守 恒 原 理 给 出 


a+(n-1)=c+d, (5.3.1) 


此 处 c 和 d 是 按 通常 意义 下 对 应 的 c 与 d. 由 于 通过 一 般 点 z 的 一 般 超 平面 v 不 

包含 流 形 M 的 第 二 个 任意 的 , 但 为 不 变 的 点 zx', 所 以 它 和 流 形 M 的 交 维 数 至 多 

是 a 一 1, 也 即 d < a 一 1. 现在 从 (5.3.1) 得 出 cz n. 这 样 , 像 流 形 N 是 整个 对 偶 

空间 (在 5,, 内 所 有 超 平 面 的 全 体 ). 进一步 得 知 不 等 式 d < a 一 1 中 仅 有 等 式 成 立 ， 

否则 导致 c > n, 这 是 不 可 能 的 . 这 样 , 在 对 应 下 一 个 一 般 超 平面 w 对 应 于 一 个 相 

对 于 域 (wo,… ,2) 的 点 x 的 (a 一 1) 维 不 可 约 流 形 . 口 
完全 同样 地 来 证 明 , 如 下 推广 ; 

定理 5.3.2 ”一 个 不 可 约 a 维 流 形 M(a > 0) 和 一 个 一 般 的 9g 次 超 曲面 的 交 
是 一 个 相对 于 超 曲面 的 系数 域 不 可 约 的 (a 一 1) 维 流 形 . 

连续 a 次 地 利用 这 一 定理 , 即 得 如 下 定理 . 

定理 5.3.3 ”一 个 不 可 约 a 维 流 形 和 a 个 次 数 为 任意 的 一 般 超 曲面 的 交 是 一 
组 有 限 多 个 的 共 瑟 点. 

特别 地 , 有 如 下 定理 . 

定理 5.3.4 Sn 的 一 个 一 般 线 性 子 空间 35。。 和 一 个 不 可 约 a 维 流 形 M 相 
交 于 有 限 多 个 共 罗 点 . 这 些 交 点 的 数目 称 为 M 的 次 数 (grad). 

人 们 也 可 以 直接 地 证 明定 理 5.3.4, 为 此 我 们 考虑 这 样 的 对 应 , 让 M 的 每 一 个 
反对 应 于 所 有 通过 该 点 的 空间 5;,_。 我 们 这 样 来 做 出 这 个 对 应 的 一 般 点 对 , 通过 
AM 的 一 个 一 般 点 £ 作 一 个 n 一 a 维 的 一 般 空间 wn, 壁 如 我 们 将 £ 与 空间 5, 的 na 
个 一 般 点 连 起 来 . 正如 $5.2 引 理 的 证 明 指 出 的 , 对 应 的 所 有 点 对 (x,y) 是 (&,7) 的 
特殊 化 . ( 当 对 7 引入 Pliicker 坐标 后 , 我 们 马上 可 以 直接 地 应 用 引 理 . ) 由 此 得 对 
应 的 不 可 约 性 . 应 用 个 数 守 恒 原 理 容 易 得 到 定理 5.3.4. 口 

定理 5.3.5 一 个 Sn 内 的 a 维 流 形 M 和 一 个 一 般 子 空间 Sm 没有 公共 点 ， 
如 果 aw 二 人 芭 风 . 

证 明 ”一 个 一 般 线性 空间 5 将 由 n 一 m = a + 个 一 般 线 性 方程 给 出 . 按照 
前 面 那个 定理 , 其 中 的 a 个 方程 决定 了 有 限 多 个 共 轿 点 . 但 是 这 些 点 不 满足 这 外 加 
的 个 方程 , 因为 这 个 方程 的 系数 是 与 上 述 a 个 的 系数 独立 的 新 的 未 定 元 口 

从 定理 5.3.5 推 得 关于 对 应 的 一 个 重要 定理 5.3.6. 

定理 5.3.6 在 一 个 对 应 员 中 , 如果 不 可 约 流 形 M 的 一 个 一 般 点 对 应 于 像 点 
的 一 个 b 维 流 形 , 则 M 的 每 一 个 点 都 对 应 于 像 点 的 一 个 至 少 b 维 的 流 形 . 
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证 明 ” 设 M 的 像 流 形 属 于 射影 空间 5,. 我 们 增添 像 点 的 5 个 一 般 线性 方程 
到 对 应 的 方程 中 , 那么 到 一 个 新 的 对 应 , 在 那儿 , M 的 一 般 点 一 定 至 少 还 对 应 有 一 
个 像 点 ， 因 而 M 的 一 般 点 属于 这 个 新 的 对 应 的 原 流 形 ， 这样，M 的 所 有 点 属于 
原 流 形 , 即 M 的 每 个 点 在 这 新 的 对 应 下 也 至 少 对 应 于 一 个 像 点 . 这 又 意味 着 , 在 
原来 的 对 应 下 ，M 的 每 一 个 点 的 像 流 形 和 一 个 一 般 线 性 子 空间 3。 至 少 会 有 一 
个 公共 点 .所 以 像 空间 至 少 有 维 . (对 于 可 分 解 的 流 形 ,此 处 维 数 就 理解 为 最 高 
维 数 .) 口 

当 像 流 形 不 属于 一 个 射影 空间 ,而 是 属于 一 个 多 重 射 影 空 间 (点 对 ,三 氮 组 ， 
人 的 流 形 ), 那么 , 我 们 只 要 将 这 多 重 射 影 空间 通 入 到 一 个 射影 宅 间 里 (81.4), 就 
可 得 一 般 的 情况 就 归结 为 已 经 考虑 过 的 , 射影 空间 的 情况 . 

我 们 也 可 以 尝试 , 把 本 节 的 定理 5.3.1~ 定理 5.3.4 搬 到 多 重 射影 空间 上 去 , 只 
是 在 那里 会 出 现 偶尔 的 例外 情况 ， 壁 如 , 在 多 重 射影 空间 里 , 定理 5.3.1 是 表述 如 
下 : 关于 点 对 (x,y) 的 一 个 不 可 约 a 维 流 形 和 7z 空间 的 一 个 一 般 超 平面 (u,XY) = 二 0 
的 交 是 一 个 相对 于 域 KK(uo,… ,um) 不 可 约 的 (a 一 1) 维 流 形 . 除非 M 的 一 般 点 的 
2 坐标 的 比值 是 常数 , 而 这 时 交 是 空 集 . 

在 二 重 射影 空间 的 情况 , 当 考 虑 的 超 曲面 的 方程 不 仅 对 xz 也 对 y 具有 正 阶 时 . 
定理 5.3.2 不 会 出 现 例外 , 详细 的 推导 我 们 留 给 读者 . 

在 直线 几何 里 也 有 类 似 于 定理 5.3.1~ 定理 5.5.4 的 命题 . 依 85.2( 例 5.2.3) 在 5 
里 有 co4 直线 . 一 个 纯 的 三 维 直线 流 形 我 们 称 为 一 个 线 丛 (geradenkomplex). 一 个 纯 
二 维 直 线 流 形 称 为 一 个 线 汇 (reradenkongruenz). 纯 一 维 者 称 为 规则 系 (regelschar). 
用 如 同上 面 定 理 5.3.1 的 证 明 所 给 的 方法 , 可 以 证 明 : 

一 个 不 可 约 线 从 和 一 个 一 般 (由 一 个 一 般 点 决定 的 ) 直线 星 形 公共 有 oo! 直线 . 
它 构成 一 个 (相对 ) 不 可 约 锥 : 该 点 的 线 从 锥 (komplexkegel)， 一 个 一 般 (用 一 个 
一 般 平面 决定 的 ) 直线 场 geradenfeld) 和 线 从 也 有 公共 co: 直线 . 它 构成 平面 内 的 
一 条 不 可 约 对 偶 曲 线 : 该 平面 的 线 丛 曲线 (komplexkurve). 线 丛 锥 的 阶 和 线 丛 曲线 
的 类 数 两 者 都 等 于 该 线 丛 与 一 个 一 般 直 线束 的 公共 线 的 数目 . 这 数目 称 为 线 从 的 
阶 次 . 

对 于 线 汇 情况 就 较 比 复杂 . 

一 个 不 可 约 线 汇 和 一 个 一 般 直线 星 形 公有 有 限 条 直线 . 当然 线 汇 仅 由 若干 个 
(代数 共 示 的 ) 直线 场 组 成 情况 除外 ， 此 时 它 和 一 个 一 般 的 直线 星 形 自 然 没 有 公共 
直线 . 与 之 对 偶 的 结论 是 , 线 汇 和 一 个 一 般 直 线 场 公有 有 限 条 直线 . 要 排除 在 外 的 
情况 是 : 它 仅 由 若干 个 ( 共 斩 的 ) 直线 星 形 组 成 .该 线 汇 和 一 个 一 般 直 线 星 形 或 直 
线 场 共有 的 直线 数 称 为 丛 阶 或 场 阶 . 

证 明 ”我们 构 作 一 个 代数 对 应 . 让 一 个 给 定 的 不 可 约 线 汇 的 每 条 直线 对 应 于 它 
的 所 有 点 . 按照 85.2 引 理 , 对 应 是 不 可 约 的 . 令 a = 20=1. 这 样 4a+b= c+d=3. 
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由 于 像 流 形 ( 线 汇 的 所 有 直线 上 的 点 的 全 体 ) 至 少 是 2 维 . 故 仅 可 能 有 两 种 情况 : 

(1)c=2,4d=1; 

(2) c=3,d=0. 

现在 我 们 只 要 证 明 在 情况 1, 线 汇 只 由 有 限 多 ( 共 轿 ) 直线 场 组 成 ， 在 情况 1 
下 , d= 1 即 当 我 们 在 线 汇 的 一 般 直 线 上 选 一 个 一 般 点 .那么 通过 该 点 有 oo1 条 线 
汇 直线 (kongruenzstrahlen). 我 们 设想 将 该 线 汇 分 解 为 绝对 不 可 约 的 线 汇 ; 于 是 我 
们 去 证 明 具 备 上 述 性 质 的 一 个 绝对 不 可 约 线 汇 是 一 个 平面 场 . 

如 果 9 是 一 个 一 般 线 汇 . 那么 线 汇 的 那些 与 9 相交 的 直线 . 构成 线 汇 的 一 个 代 
数 子 流 形 . 但 是 这 子 流 形 的 维 数 与 整个 线 汇 相同 , 即 等 于 2; 因为 通过 直线 的 每 个 
扩 有 子 流 形 的 oo! 直线 . 现在 , 由 于 线 汇 是 绝对 不 可 约 的 , 所 以 它 和 子 流 形 相同 . 这 
样 我 们 看 到 了 , 线 汇 的 一 个 一 般 直 线 和 线 汇 的 所 有 直线 都 相交 . 

现在 , 如 果 9 和 h 是 线 汇 的 两 条 一 般 直 线 . 由 于 它们 相交 , 它们 决定 一 个 平面 . 
与 g 及 h 的 选取 独立 的 第 三 条 一 般 直 线 1 同 g 和 h 相交 . 但 不 通过 g 和 的 交 
所 (因为 通过 该 交点 只 给 出 col 条 线 汇 的 直线 ). 这 样 一 来 , ! 处 于 9 和 hh 决定 的 平 
面 里 . 整个 线 汇 是 从 1 通过 特殊 化 给 出 . 当然 它 整个 处 在 一 个 平面 里 . 因此 整个 线 
汇 含 在 一 个 平面 场 内 . 再 由 于 两 者 维 数 相等 , 从 而 它们 完全 一 样 . 


练 习 5.3 
借助 于 定理 5.3.6 证 明 : 如 一 个 对 应 只 将 原 流 形 M 的 每 个 点 x 对 应 于 一 个 不 可 约 像 流 形 


Mi, 总 是 具有 相同 维 数 则 只 是 不 可 约 的 . 
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作为 本 章 方法 的 应 用 我 们 研究 这 样 一 个 问题 . 到 底 空 间 Ss 的 一 个 一 般 ”次 曲 
面 上 含有 多 少 条 直线 . 

设 pik 是 一 条 直线 的 Pliicker 坐标 , f(z) = 0 是 一 个 n 次 曲面 的 方程 . 直线 处 
在 曲面 上 的 充 要 条 件 是 : 该 直线 和 任 一 个 平面 的 交点 也 处 在 曲面 上 . 这 一 交点 的 坐 


标 是 
一 >》 DJRa. 
k 


因此 所 求 的 条 件 表达 为 
f (> pr) =0 (5.4.1) 


对 ut 恒 成 立 . 此 处 还 有 Pliicker 关系 


D01D23 十 Po2p31 十 po3p12 三 0. (5.4.2) 
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方程 (5.4.1) 和 (5.4.2) 决定 了 直线 9 和 包含 它 的 曲面 f 间 的 一 个 代数 对 应 . 这 一 对 
应 的 不 可 约 性 从 85.2 的 引 理 5.2.1 得 出 . 因为 方程 (5.4.1) 关于 f 的 系数 是 线性 的 
和 正好 有 相同 的 ”+ 1. 它 表 示 曲 面 f 包含 一 条 予 先 给 定 的 直线 . 而 这 只 要 它 包 含 
该 直线 的 n 十 1 个 不 同 点 就 够 了 . 

直线 9 构成 一 个 四 维 流 形 ， 曲 面 f 构成 一 个 具有 维 数 N 的 空间 Sy, 其 中 
N+1 是 一 个 一 般 n 次 曲面 方程 中 系数 的 个 数 . 包含 一 给 定 直 线 的 曲面 构成 维 数 是 
N 一 (n+ 十 1) 的 一 个 线性 子 空间 . 那么 对 我 们 的 不 可 约 对 应 应 用 个 数 守 恒 原 理 , 则 有 


4 二 Nn+l)=N n+t+3=c+td, (5.4.3) 


此 处 c 是 像 流 形 的 维 数 , 即 那些 含有 直线 的 曲面 f 所 构成 的 流 形 , 并 且 每 个 这 种 曲 
面包 有 人 至少 cod 直线 (对 照 85.3, 定理 5.3.6). 

如 果 n> 3, 则 c+ad<NN, 从 而 c< N, 即 一 个 一 般 nn 次 曲面 (n > 3) 不 包含 
直线 . 还 剩 下 的 曲面 n = 1,2,3. 众所周知 , 一 个 平面 包含 co2 直线 , 一 个 二 次 曲面 
包含 col 直线 , 这 些 都 和 式 (5.4.3) 吻合 . 当 m = 3, 从 (5.4.3) 得 


c+d=N. 


现在 如 果 我 们 能 证 明 dg = 0, 那么 就 有 c = N, 也 就 是 像 流 形 是 整个 空间 ; 因此 每 个 
三 次 曲面 包含 至 少 一 条 直线 , 一 般 地 也 仅 含 有 有 限 多 直线 . 

如 果 是 d > 0, 这 意味 着 , 包含 有 直线 的 每 个 三 次 曲面 包含 了 无 穷 多 , 即 cod 条 
直线 . 这 样 , 当 我 们 能 给 出 一 个 已 含有 直线 , 但 仅 含 有 有 限 多 直线 的 三 次 曲面 的 例 
子 , 那么 , 应 有 d = 0. 

现在 不 难 去 给 出 这 样 的 例子 . 我 们 去 考察 坐标 原点 是 一 个 二 重点 的 三 次 曲面 ; 
这 种 曲面 的 方程 是 


Zoj2(zl,72,73) + 户 (Z1 72,73) = 0, 
此 处 f。 和 fs 可 以 假设 是 次 数 分 别 是 2 及 3 的 没有 公共 因子 的 形式 . 首先 我 们 研 
. 究 , 通过 原点 的 一 条 直线 怎样 才 处 在 曲面 上 , 把 直线 的 参数 表示 
Z0 一 和 0， 21 一 和 1V1， 72Z2 一 入 12， 2Z3 = 和 1V3 
代入 曲面 方程 , 求 得 条 件 
f2(y1, Yy2, y3) 二 0 


和 
fa(yi,y2,y3) = 0, 
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这 两 个 方程 表示 的 是 具有 公共 锥 面 顶点 的 一 个 二 次 锥 面 和 一 个 三 次 维 面 . 我 们 设 
锥 面 正 好 有 六 个 不 同 公 共 母 线 的 情况 , 一 般 地 也 都 是 这 种 情况 . 这 样 一 来 , 过 原点 
的 直线 中 , 六 条 是 处 在 曲面 上 . 

下 面 我 们 研究 , 在 曲面 上 有 哪 种 直线 不 过 原点 O. 如 果 h 是 一 条 这 样 的 直线 ， 
则 hh 和 原点 的 连接 平面 和 曲面 交 出 一 条 三 阶 曲 线 , 直线 h 是 它 的 一 个 部 分 , 其 中 男 
外 的 部 分 就 应 该 是 以 O 为 二 重点 的 圆锥 曲线 . 因此 分 解 为 两 条 通过 O 的 直线 , 这 
两 条 直线 g1, gz 应 该 在 早先 找 出 通过 O 的 六 条 直线 中 出 现 2. 有 15 个 这 种 直线 对 ， 
其 中 每 个 直线 对 这 一 个 平面 , 它 交 给 定 曲面 除 这 直线 对 外 还 有 一 条 直线 . 因此 这 里 
(至 多 ) 有 15 条 直线 h 在 曲面 上 但 不 通过 O. 曲面 合计 包含 了 (至 多 ) 6+15=21 条 
直线 . 

因此 证 明了 : 在 一 个 一 般 三 次 曲面 上 有 有 限 多 的 直线 , 又 每 一 个 特定 的 三 次 曲 
面 至 少 包 含 一 条 直线 . 

现在 我 们 要 去 确定 这 些 直 线 的 数目 及 它们 的 相对 位 置 , 不 仅 对 一 般 的 三 次 曲 
面 , 而 且 也 对 每 一 没有 二 重点 的 三 次 曲面 做 这 件 事 . 

曲面 的 方程 可 以 写 为 


f (x0, 1, 72, 23) = coo0z 十 coolZzazl + 二 c33373 = 0. (5.4.4) 
无 论 如 何在 曲面 上 总 有 一 条 直线 1; 我 们 取 坐 标 系 使 该 直线 的 方程 是 zo = zl = 0. 
现在 , 我 们 首先 要 去 找 出 与 直线 ! 相交 的 在 曲面 上 的 直线 . 为 了 这 个 目的 我 们 通过 
! 作 一 个 任意 的 平面 Xizo = Aozi; 于 是 , 对 该 平面 的 点 可 以 令 
Xo 一 Aot Z1 = Ait. (5.4.5) 
从 而 平面 上 的 每 个 点 将 用 齐 次 坐标 t,x2,z3 决定 . 把 (5.4.5) 代入 (5.4.4) 内 : 
f (Not, A1t, L292,， Z3 二 0. (5.4.6) 
由 此 去 找 曲 面 和 平面 的 交点 . 这 个 关于 t,x2, zs 的 齐 次 方程 表示 一 条 三 次 曲线 . 由 
于 直线 t= 0( 或 是 zo = zl = 0) 处 在 曲面 上 , 三 次 曲线 分 解 成 直线 t= 0 和 一 条 图 
锥 曲线 , 其 方程 可 表 为 
| anit? 十 2Q12t72 十 2Q13tX3 十 0Q2222 十 2a232203 十 0Q3323 二 0. (5.4.7) 


人 容易 想到 , gl 和 92 不 可 能 重合 . 
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方程 (5.4.7) 是 由 (5.4.6) 析出 因子 t 而 得 . aik 是 关于 和 ,和 2 的 形式 , 确切 地 说 是 


Q11 = co00 M8 十 Co01 和 6A1 十 collXOA1 十 cll1 和 Xi， 
2a12 = co02 M$ 十 col2XOA1 十 cll2 和 3， 
2a13 = co003 和 1 十 C013 和 0 和 A1 十 cl13 入 1， (5.4.8) 
Q22 = C022 和 0 十 C122 入 1， 
2a23 = C023 和 0 十 C123A1， 


Q33 = C033 AN0 十 c133 和 1. 


现在 为 使 平面 上 除 直 线 ! 外 还 包含 一 条 直线 , 圆锥 曲线 (5.4.7) 应 该 可 分 解 , 为 
此 其 条 件 是 
Cl11 Q12 Q13 
A=| aol a22 Qa23 |=0. (5.4.9) 


Q31 (32 QQ33 


由 于 式 (5.4.8), 行列 式 A 是 Xo 和 A》 的 5 次 型 .如 果 不 恒 为 零 ,， (5.4.9) 是 比值 
和 0 : 和 1 的 一 个 5 次 方程 , 因此 有 五 个 根 . 这 样 , 我 们 找到 五 个 平面 , 其 中 每 个 除 直线 
1 外 还 和 曲面 f = 0 有 两 条 公共 直线 . 现在 , 在 曲面 没有 二 重点 的 假定 下 , 我 们 来 证 
明 : 

(1) 在 每 个 平面 里 , 三 条 直线 确实 是 彼此 不 同 ; 

(2) 行列 式 A 不 恒 为 零 , 且 它 的 五 个 根 总 是 彼此 不 同 . 

对 (1) 的 证 明 ”我 们 假设 , 曲面 与 一 平面 e 有 两 条 相 重 直线 9 和 一 条 另外 直 
线 h 公共 . 

于 是 9 的 每 一 个 点 关于 曲面 的 切 平面 都 是 e, 因为 e 内 通过 一 个 这 种 点 P 的 
所 有 直线 在 P 与 曲线 有 二 重 相交 . 现在 我 们 通过 9 作 任 一 另外 平面 e. e' 交 曲 面 
除 g 外 还 有 某 一 圆锥 曲线 . 这 圆锥 曲线 也 应 和 9 有 人 至少 一 个 公共 点 . 我 们 把 一 个 这 
样 的 点 仍 记 作 P. e' 内 过 P 的 每 一 直线 在 P 和 曲面 有 二 个 相 重 的 交点 , 因此 e' 是 
曲面 在 P 的 切 平面 . 但 先前 的 平面 e 也 具有 这 个 性 质 . 由 于 一 个 没有 二 重点 曲面 
每 一 个 点 只 能 有 一 个 切 平面 , 由 此 导 得 矛盾 . 

对 于 (2) 的 证 明 ”假设 Ao : 和 1 是 5 次 方程 的 二 重 根 ; 在 此 我 们 选取 通过 1 的 
相应 平面 : 


和 120 = 和 02Z1 


作为 坐标 平面 zo = 0, 于 是 该 平面 是 相应 于 参数 比值 0: 1(Xo =0), 且 4 为 Xi 除 
尽 . 我 们 将 由 此 导出 矛盾 , 且 将 直接 看 到 , 当 4 恒 为 零 , 也 要 出 现 同样 的 矛盾 . 

按照 已 有 的 证 明 , 平面 zo = 0 和 曲面 f = 0 共有 三 条 不 同 的 直线 . 在 此 我 们 要 
区 分 两 种 情况 : 
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a. 三 条 直线 构成 一 个 三 角形 ; 

b. 它们 共 过 一 个 点 . 

在 情况 a 时 我 们 取 三 条 直线 构 作 的 三 角形 作为 在 平面 zo。 = 0 内 的 坐标 三 角形 ， 
在 情况 b 下 取 三 条 直线 的 交点 作 坐 标 三 角形 的 顶点 . 在 两 种 情况 下 都 用 DD 来 记 与 
! 不 同 的 两 条 直线 的 交点 , 在 情况 a 是 D = (0,1,0,0), 在 情况 b 是 D = (0,0,1,0). 
每 种 情况 都 是 圆锥 曲线 (5.4.7) 的 一 个 二 重点 , 系数 矩阵 为 


1 1 
C111 二 Cll12 二 Cl113 
2 2 


二 C112 C122 二 C123 
2 2 
1 


1 
过 Cl113 ”二 C123 C133 
2 2 


它 由 式 (5.4.8) 令 Xo = 0 得 出 . 由 于 D 是 二 重点 . 在 矩阵 中 应 该 有 : 对 情况 a 第 一 
行 , 第 一 列 是 零 ; 在 情况 b 第 二 行 , 第 二 列 是 零 . 

a) C111 = cll2 = C113=0; 

b) ci12 = cl22 = c123 = 0. 
现在 , 为 了 去 表达 A 能 被 X3 除 尽 这 一 条 件 . 我 们 在 情况 a 下 依 第 一 行 去 展开 人. 
而 在 情况 b 则 依 第 二 行 展开 之 . 在 情况 a 第 一 行 和 第 一 列 的 元 素 是 可 被 Xo 除 尽 ， 
al2 和 als 被 六 除 尽 . 因此 项 


U22 QQ23 
C11 


LC23 QQ.33 


也 可 被 Xi 除 尽 . 对 Xo = 0, 第 二 个 因子 尖 0. 因为 否则 圆锥 曲线 (5.4.7) 分 解 出 的 
两 条 直线 必定 会 重合 . 按照 (1) 的 断言 这 是 不 可 能 的 . 这 样 , ail 应 被 X3 除 尽 , 即 应 
有 


C011 二 0. 


同样 , 在 情况 b, az 应 被 X3 除 尽 . 由 此 得 
co22 一 0. 


此 外 , 因为 直线 zo = zl = 0 整个 处 在 曲面 上 . 对 每 种 情况 应 该 还 有 co22 = c223 = 0. 
因此 在 情况 a 曲面 方程 不 出 现 项 


2 3 2 2 
TiT0, Y1， Y17Y2， 2Z173， 
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而 在 情况 b 不 出 现 项 


2 2 3 2 
oT0， so 业 ]1， wo， Lod3. 


但 是 在 两 种 情况 下 , 这 都 意味 着 点 D 是 曲面 的 一 个 二 重点 . 现在 由 于 曲面 预先 假 
定 是 没有 二 重点 的 . 所 以 , 假设 A 可 为 X3 除 尽 , 将 导致 矛盾 . 口 

这 样 一 来 我 们 看 到 了 , 通过 曲面 上 每 一 条 直线 正好 有 五 个 平面 . 其 中 每 个 平面 
上 总 包含 有 曲面 的 另外 两 条 直线 . 于 是 曲面 上 的 每 一 条 直线 将 和 曲面 上 十 条 的 其 他 
直线 相交 . 

假设 r 是 一 个 平面 . 它 和 曲面 交 于 三 条 直线 1, m,n. 曲面 上 每 条 其 他 直线 g 和 
平面 x 交 于 一 点 39. 它 既 处 在 曲面 上 又 处 在 平面 x 内 . 这 样 , 处 在 平面 r 和 曲面 的 
交 曲 线 内 . 所 以 属于 三 条 直线 1,m,n 之 一 . 5 不 可 能 同时 处 在 两 条 上 , 譬如 ! 和 mm 
上 . 否则 通过 5 给 出 了 不 在 一 个 平面 内 的 三 条 切线 1, mm, 9, 从 而 9 是 曲面 的 二 重 
点 . 这 样 , 曲面 上 与 1, m,n 不 同 的 所 有 直线 正好 和 直线 1, m,n 之 一 相交 . 此 外 , 除 
m 和 m” 外 还 有 八条 直线 与 ! 相交 . 同样 , 有 八条 与 m 相交 . 有 八条 与 n 相交 . 我 
们 增添 1,m, 和 n 到 那 24 条 直线 . 则 得 到 27 条 直线 . 这 样 : 

在 S3 内 一 个 没有 二 重点 的 三 次 曲面 正好 包含 27 条 直线 . 

这 27 条 直线 . 其 中 每 条 都 和 另外 10 条 相交 . 构成 一 个 极 有 趣 的 形态 . 关于 它 
有 大 量 的 著作 号 
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在 81.7 中 我 们 研究 过 利用 Pliicker 坐标 去 确定 一 个 空间 5 的 线性 子 空间 . 现 
在 也 用 同样 的 方法 , 我 们 将 研究 在 5,, 内 任意 一 个 纯 x 维 流 形 的 坐标 表示 . 
我 们 最 好 从 零 维 流 形 开始 . 一 个 零 维 不 可 约 流 形 是 一 个 有 限 多 共 斩 点 组 


p= (po,p1, “*? , pn), 
其 中 不 妨 设 po= 1. 现在 , 若 wo,w1,.… ,un 是 未 定 元 , 那么 
1 1 1 
01 = — D1 U1 Pp2 U2 一 … 一 Dn Un 


是 域 KK(wi,… ,un) 上 的 代数 量 ,从 而 是 一 个 系数 在 (wi1,… ,un) 上 一 个 不 可 约 
多 项 式 f(wo) 的 零点 . 多 项 式 的 其 他 零点 是 与 91 共 思 的 量 


i i i 
0; = — D1 U1— p2 U2 一 … — Pn Un. 


Q@ 参见 Henderson A. The twenty-seven lines upon the cubic surface, Cambridge Tracts Bd. 13 
(1911). 
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一 一 


所 以 有 因子 分 解 
f (uo)= olf — 0:) 


= uot Di Wi + + Pn um)， 


2 


于 是 f(wo) 关于 wo,… ,un 是 整 有 理 的 ; 因此 我 们 可 以 写 
f (vo) 一下 (wo ,Un). 


由 于 f(wo) 作为 wo。 的 多 项 式 是 不 可 约 的 ， 且 FF(wo,wu1,… ,un) 没有 仅 依 赖 于 
U1,… ,Un 的 因子 .所 以 FF(wo,w1,… ,un) 是 系数 在 KK 上 wo,… ,wn 的 不 可 约 
形式 . 它 称 为 点 组 的 对 应 形式 (zugeordnete form). 利用 大 家 熟悉 的 缩写 


(up) = (pu) = 2 Pius 
我 们 可 以 写 
F(u) = oll D). (5.5.1) 


一 个 可 约 的 零 维 流 形 由 不 同 的 共 辆 点 组 组 成 ,我 们 把 可 约 流 形 的 对 应 形式 定义 为 
单个 的 共 撤 点 组 的 对 应 形式 之 积 : 


F=hh...h,. 
也 可 能 单个 的 共 轿 点 组 具有 正 的 重 数 oj. 这 时 乘积 
PF(wW = FY FS Eh” 


就 规定 为 具有 重 数 的 点 组 的 对 应 形式 . 形式 F(w) 仍然 有 (5.5.1) 的 形式 并 唯一 地 
决定 了 这 些 不 可 约 点 组 连同 它们 的 重 数 . 

现在 , 设 给 定 一 个 任意 的 g 次 形式 (wo,wi1,:… ,wun), 我 们 要 去 确定 该 形式 为 
一 雪 维 流 形 的 对 应 形式 的 条 件 . 其 必要 和 充分 条 件 显然 是 该 形式 完全 分 解 成 线性 因 
子 


PF(uo, Ui, ,Un) = ol Io Uo 十 nD U1 十 … 十 pn Un). (5.5.2) 
i=1 
比较 (5.5.2) 的 左边 和 右边 关于 wo,:… ,wu 的 究 乘 的 对 应 系数 . 我 们 就 得 到 条 件 


1 
av 一 0 到 (D,…. 必 )， (5.5.3) 
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其 中 到 是 关于 每 个 单个 坐标 序列 广 齐 次 形式 . 从 (5.5.3) 消去 o 得 各 了 的 齐 次 方 
程 
Qu Wy, 一 av 到 ,三 0. (5.5.4) 


关于 这 个 方程 组 的 可 解 性 条 件 , 依 82.4 利用 对 $,… , 的 结 式 系 的 零点 求 得 , 从 而 
我 们 得 到 一 个 方程 组 
R(a,) = 0, (5.5.5) 


这 个 方程 就 是 系数 为 ov 的 形式 玉 是 对 应 形式 的 必要 和 充分 条 件 . 

现在 如 果 给 定 的 是 不 可 约 > 维 流 形 M, 我 们 用 一 个 一 般 的 线性 子 空间 Sn_， 
来 与 M 相交 , 其 中 6, 是 7 个 一 般 超 平面 4… , 的 交 , 每 个 字母 v 是 一 系列 
n 十 1 个 未 定 元 仙人 太 ,… , 坑 . 交 点 五 … 交 是 关于 KK( 久 … , 刀 彼此 共 思 的 . 这 个 
点 组 的 对 应 形式 是 乘积 


9 


i 二 1] 
其 中 4 了 表示 一 组 新 的 未 定 元 如 如 ,已 . 这 个 形式 关于 % 是 整 有 理 的 并 且 关于 
二 .… ,名 是 有 理 的 . 乘 上 关于 让 … ,4 的 一 个 多 项 式 , 可 以 使 它 成 为 关于 4%… ,4 
是 整 有 理 和 本 原 的 . 因此 , 我 们 得 到 一 个 关于 所 有 未 定 元 %,… ,4 整 有 理 的 和 不 可 
约 的 多 项 式 


4 一 1 


即 为 流 形 M 的 对 应 形式 . 它 关 于 % 的 次 数 等 于 流 形 M 的 次 数 9 

显然 , 两 个 不 同 的 不 可 约 的 流 形 不 可 能 有 同样 的 对 应 的 形式 . 因为 利用 对 应 形 
式 (5.5.6) 的 因子 分 解 我 们 可 以 得 到 流 形 M 的 一 个 一 般 点 5 而 由 这 个 一 般 点 所 定 
出 的 是 流 形 M. 对 应 形式 FF 因此 是 唯一 地 确定 了 M . 从 而 下 的 系数 将 可 以 取 作 
为 流 形 的 坐标 . 

例 5.5.1 M 是 一 条 直线 , 由 点 y 和 z 确定 . 我 们 将 w 和 w 代替 4 和 直 
线 和 超 平面 = v 的 交点 将 从 


(v, A1Y 十 入 2Z) 一 入 1 (vy) 十 和 2 (vz) 二 0 
求 得 . 这 方程 的 一 个 解 为 
和 A=(v2), N= (vy). 


所 以 交 后 为 
p= (v2)Y — (vY)Z, 
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一 一” 一 


对 应 的 线性 形式 
Fu,v) = (pu) = (0z)(VU) 一 (vY) (zu) 


一 >》 >》 (Yjzx — YkZ)) UjVEk. 
7 大 
这 个 形式 的 系数 是 Pliicker 坐标 
Tjk = YjZk — YkZI. 


我 们 也 可 以 用 另外 方法 来 定义 对 应 形式 .我 们 构造 一 个 对 应 , 其 中 一 方 是 M 
的 点 y 而 另 一 方 是 通过 y 的 > 二 1 个 超 平面 5,5,… ,95. y 属于 M 及 3,3,...,7 通 
过 y 决定 了 对 应 的 方程 式 . 当 我 们 代替 y 用 M 的 一 个 一 般 点 &, 代替 02,92,.…. ,5 
用 包含 上 的 > + 工 个 一 般 超 平面 5,w,… , 必 . 那么 我 们 就 得 到 对 应 的 一 般 点 对 这 
个 对 应 是 不 可 约 的 . 

在 个 数 守 恒 原 理 的 公式 a+b=c+d 中 ， 


b= (r+1)(n—1), 


c= 0, 
因此 
d= (r+1)n—l1. 
所 以 对 应 的 像 流 形 是 超 平面 2,5,… ,2 的 +1 重 射影 空间 内 的 一 个 超 曲 面 . 故 存 
在 一 个 单个 的 不 可 约 方程 
/ Fo(V,b,... ,0)=0. (5.5.7) 


为 使 超 平面 v,,… ,5 和 M 有 一 个 公共 点 , 方程 (5.5.7) 成 立 是 必要 和 充分 的 . 

在 (5.5.7) 中 我 们 取 攻 … ,了 为 一 般 超 平面 六.… ,二 它们 和 M 交 出 9 个 点 
P,P,… ,多 这 样 , 当 且 仅 当 有 一 个 线性 因子 (8) = 0 才 会 有 丽 (0, 种 .… ,因为 
零 , 故 友 (w,4… , 刀 可 以 被 线性 形式 (Pp, 的 乘积 除 尽 , 即 被 早先 定义 的 对 应 形 
式 甩 (w,… ,4) 除 尽 . 但 由 于 三 是 不 可 约 的 . 所 以 有 


也 即 形式 ol(w) 恰好 是 流 形 M 的 对 应 形式 . 
由 于 在 这 个 对 应 形式 中 2,,… ,2 的 地 位 是 平等 的 , 由 此 推出 一 个 重要 性 质 ; 
对 应 形式 下 (u) 不 仅 关于 以 是 g 次 齐 式 . 而 且 关于 已 .了 也 都 是 9 次 齐 式 ， 
而 且 在 置换 任意 两 个 忒 下 它 化 为 自身 , 至 多 差 一 因子 . 
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现在 我 们 转 至 可 约 的 纯 ” 维 流 形 . 这 种 流 形 的 对 应 形式 定义 成 它 的 不 可 约 部 
分 的 对 应 形式 之 积 . 且 每 项 还 带 有 任意 的 可 选 的 整 正 大 指数 6i: 


F = Fe Pe... Foes. . (5.5.8) 


如 果 g1,.… ,gs 是 不 可 约 部 分 的 次 数 , 那么 总 形式 已 对 忆 卫 … ,4O 的 每 个 单个 的 
变量 的 次 数 都 是 等 于 
9 二 > 0i01i. 


对 应 形式 严 唯一 地 决定 了 流 形 M 连同 它 的 不 可 约 部 分 的 重 数 oj. 此 外 还 有 

为 使 任意 十 1@ 个 超 平面 2,0,… ,9 与 M 有 一 个 公共 点 . 必要 和 充分 条 件 
是 F(V,V,.…. ,9) =0. 

我 们 上 面 已 经 看 到 , 这 个 定理 对 不 可 约 流 形 是 对 的 . 根据 因子 分 解 (5.5.8), 它 
也 可 以 直接 地 采用 于 可 分 解 的 流 形 上 . 


练 习 5.5 


1. 假设 M 是 一 个 线性 子 空 间 , 则 对 应 形式 的 系数 是 M 的 Pliicker 坐标 . 

2. 如 果 M 是 一 个 超 曲 面 f = 0. 我 们 可 以 从 形式 ff 得 到 流 形 M 的 对 应 形式 . 只 要 将 f 
的 变量 z0,… , zw 代 之 以 矩阵 入 (7 = 0,.… ,n 一 1k 二 0,.… ,n) 的 n 级 行列 式 , 这些 行列 
式 用 通常 的 办 法 轮换 其 正 负 号 . 

3. 如 果 f= 0 是 一 个 不 可 约 流 形 M 的 方程 , 在 形式 f(z) 外 , 又 我 们 再 取 r+ 二 1 个 线性 
形式 (2 z), 全 z)，… , (4,z), 且 从 所 有 这 些 形式 构造 结 式 系 , 则 这 个 结 式 系 的 最 大 公 因子 是 对 
应 形式 FF(w) 的 一 个 乘 医 . 

4. 怎样 去 描述 可 分 解 流 形 的 相应 定理 ? 


85.6 ”所 有 流 形 M 的 对 应 形式 的 全 体 


首先 我 们 问 : 当 给 定 一 个 流 形 的 对 应 形式 F(w), 我 们 怎样 去 找 该 流 形 的 方程 ? 

若 点 y 属于 M, 那么 r+1 个 任意 的 通过 y 的 超 平面 v,… ,2 肯定 与 M 有 一 
个 公共 点 . 但 如 果 y 不 属于 M, 那么 我 们 肯定 可 以 给 出 这 样 的 超 平面 2,… ,7. 通 
过 w 且 和 M 没有 公共 点 . 只 要 我 们 选取 5, 使 它 和 M 仅 交 出 一 个 维 数 7 - 1 的 流 
形 . 并 对 + 利用 完全 归纳 法 , 因为 对 > = 0 成 立 断 言 是 显然 . 因此 , y 属于 M 的 充 
要 条 件 是 : 通过 y 的 任意 > + 1 个 超 平面 都 满足 条 件 F(V,v,:… ,20) = 0. 


Q 原著 是 wo, wl1,:… ,ur. 
@ 原著 是 7. 译 者 注 


译 者 注 
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为 了 得 到 通过 y 的 任意 一 个 超 平面 , 最 简单 的 方法 是 把 它 取 为 y 对 于 一 个 任 
意 零 配 系 (允许 是 奇异 的 ) 的 零 平 面 


Vj; 二 >》 sj (sj = 一 30) 


对 此 我 们 简写 
v= IY. 


如 果 sj 5j1,… ,574 全 都 是 未 完 元 . 其 中 5j,= - 5 而 50, 51,.… , 5S, 是 相应 的 零 配 
系 . 那么 , y 属于 M 的 条 件 是 


FPF(Soy, 919 ,Sry)=0 (5.6.1) 


(对 51 恒 成 立 ). 在 式 (5.6.1) 中 对 ; > 1 的 51 用 5; 代替 . 并 令 5;, 的 所 有 乘 曙 
的 系数 等 于 零 . 我 们 便 得 到 M 的 方程 

本 节 的 基本 问题 是 : 一 个 形式 严 (u 卫 … , 介 ,其 中 所 有 的 变量 组 凡 .… ,入 有 同 
样 的 次 数 g, 应 该 满足 怎样 的 条 件 , 才 是 一 个 流 形 的 对 应 形式 . 

下 面 三 个 条 件 显 然 是 必要 的 . 

(1) F(w) 作为 & 的 形式 . 关于 天 亿 … ,全 的 某 一 扩张 域 它 完全 地 分 解 为 线性 
因子 


Flu) = eT[Co) (5.6.2) 
(2) 由 (5.6.2) 确定 的 点 了 处 在 所 有 的 平面 刀 .… ,14 内 


(3) 此 外 , 还 满足 M 的 方程 
F(S0 b, S19,... ,8, Pb) =0. (5.6.4) 


条 件 (3 (3) 也 可 以 这 样 来 表示 : 如 果 超 平面 , 九 .… ,2 全 都 通过 一 点 p， 那 么 FF(V， 
v, …,v)=0. 

现在 我 们 证 明 这 三 个 条 件 也 是 充分 的 . 

(关于 基 域 K) 有 一 个 不 可 约 代数 流 形 Mi, 以 点 了 作为 一 般 点 ， 相 应 也 有 
M2,… , My; 当然 它们 不 必 各 不 相同 . 用 M 记 不 可 约 流 形 Mi, M2,… , M, 的 并 . 

根据 条 件 (2), 点 五 … ,多 处 在 用 超 平面 去 .… , 忆 决定 的 线性 子 空间 5S 内 . 
条 件 (3 3) 十 了 除 . 冲 外 5 ， 没有 Mi 或 是 Ma… 直到 MM M, 的 其 他 一 和 
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存在 一 个 同 构 K(q) 兰 天 (四 ， 将 9 变换 至 p， 它 可 扩展 为 同 构 天 (o, 也 … , 匀 g 
k(P, 山 ,… ,也 ). 表示 4 处 在 6,_， 内 的 关系 


在 同 构 下 仍 成 立 ; 所 以 有 


现在 假设 了 是 另 一 个 通过 的 任意 平面 . 那么 (2 冯 ) = 0, 这 样 , 从 条 件 (3) 即 得 
F (WwW, W,... ,WwW) =0. 


由 Study 引 理 (83.1) 就 有 , 当 用 未 定 元 % 代替 也 时 有 ， 严 (2 也,… , 急 ) 能 被 
(部 ) 整除 . 利用 同 构 的 逆 变 换 即 得 , 下 (2, 加.… ,如 可 被 (2) 整除 , 由 (5.6.2), 这 就 
是 g 仍然 与 点 2 之 一 重合 . 
现在 , 由 于 一 个 一 般 的 线性 空间 5,,_, 和 不 可 约 流 形 Mi 只 交 出 有 限 多 个 一 般 
点 (确切 地 说 至 少 有 一 个 点 . 即 胃 , 所 以 Mi 是 恰好 7 维 . M2,… , M, 同样 是 + 维 
Mi 的 对 应 形式 是 z 
= TIco)， 


中 求 积 是 对 那些 与 7 共 瑟 的 忆 来 进行 的 . 
当 在 乘积 (5.6.2) 中 如 以 共 斩 为 等 价 关 系 去 分 类 pb. 那么 乘积 (5.6.2) 可 以 写作 


F =o{(P)... (bo)}er{ (Db 2)... (bd) ect ... 


_ 01 Ce 十 1 
一 oF Fr 。。。 


这 个 因子 分 解 表明 , FF 等 于 一 个 流 形 M 的 对 应 形式 . 其 中 M 由 具有 重 数 01, ee+l,…: 
的 部 分 Mi, Me 组 成 . 

从 而 条 件 (1)、(2)、(3) 是 充分 的 . 

我 们 现在 来 证 明 , 条 件 (1)、(2)、(3) 可 用 形式 F(w,,.… ,如 的 系数 a、 间 的 齐 
次 代数 关系 表 出 . 

为 了 用 齐 次 代数 关系 去 表达 条 件 (1), 我 们 完全 如 85.5 开头 那样 去 做 , 即 我 们 
在 


中 首先 比较 % 乘 寡 的 系数 
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然后 消去 CO: 
Op — pub = 0. (5.6.5) 
条 件 (2) 是 
(Pu)=0 (i=1,... ,gk=1,... ,7). (5.6.6) 


条 件 (3) 将 得 到 肯定 , 只 要 在 (5.6.4) 中 令 未 定 元 组 sy 的 乘 寡 的 系数 为 零 , 即 
Xun(aa,D) 三 0 @ = 1,.…: ,9)- (5.6.7) 


通过 求 结 式 系 , 我 们 在 齐 次 方程 (5.6.5)、(5.6.6)、(5.6.7) 中 消去 了 得 
尼 (ax, th, “，。 ,也 ) 一 0. 


这 些 方程 应 对 … ,; 沁 恒 成 立 . 这 样 , 我 们 令 这 些 改 的 乘 寡 的 系数 等 于 零 , 则 得 到 
我 们 所 需要 的 方程 组 
Tu(ax) = 0. (5.6.8) 

系数 为 a 的 g 次 形式 下 (由 世人 是 一 个 g 次 7 维 流 形 M 的 对 应 形式 的 
必要 和 充分 条 件 由 (5.6.8) 给 出 . 

对 上 面 证 明 做 一 个 很 小 的 补充 , 我 们 也 可 以 得 到 , 流 形 M 位 于 另 一 个 流 形 N 
内 的 条 件 . ， 

设 N 的 方程 是 g, = 0. 必 使 M 在 N 上 , M 的 不 可 约 部 分 的 一 般 点 p,.… ,多 
就 应 在 N 上 . 这 给 出 了 条 件 


gs(p) =0 (i=1,...,9). z (5.6.9) 


将 这 些 方程 与 (5.6.5)、(5.6.6)、(5.6.7) 合 在 一 起 , 并 再 次 消去 p, 即 得 到 一 个 与 (5.6.8) 
完全 类 似 的 方程 组 . 为 了 M 在 N 上 , 这 些 方程 满足 是 必要 和 充分 的 . 如 果 N 用 它 
的 坐标 六 或 者 同样 的 , 用 它 的 对 应 形式 给 出 . 那么 , 我 们 可 以 用 本 节 开 头 给 的 方法 
去 组 成 方程 g, = 0, 从 而 得 出 M 处 在 N 上 的 条 件 有 下 述 双重 齐 次 方程 组 的 形式 


T,(as;bn) =0. (5.6.10) 


例 5.6.1 我们 要 在 r = 1,g = 1 最 简单 的 情况 下 , 来 一 次 实际 地 给 出 条 件 
(5.6.8). 我 们 以 与 v 代替 4 和 刀 故 每 一 个 关于 w 和 关于 v 都 是 一 次 的 形式 为 


FrF = > 》， QjkUIUE. 
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在 这 种 情况 下 , 当 用 p 代替 p, 条件 (1) 写成 


pj = > QjkVk- (5.6.11) 


由 于 今后 p; 的 消去 可 以 简单 地 用 (5.6.11) 的 代入 来 实现 . 我 们 就 不 去 给 这 个 方程 
组 作 齐 次 化 了 . 条 件 (2) 给 出 
> pjvj = 0, 


或 者 当 (5.6.11) 代入 并 令 ww 的 系数 等 于 零 给 出 
ajk + Qj =0. (5.6.12) 
如 令 $2j= sj 及 5ij= tij- 条 件 (3) 给 出 


2 2 oi (二 sy ) (二 thip! ) 一 0 
或 令 式 (5.6.11) 代入 并 为 简单 起 见 略 去 和 号 : 
QikSiJQjirVrtkiQlsVs 一 0 


对 si 如 及 v; 恒 成 立 . 使 乘 攻 等 于 零 即 得 
(1 一 P;)(1 一 Pri)(1 十 Ps)aikajrals 一 0, (5.6.13) 


其 中 Pi 表 指 标 i 和 7 的 置换 . 为 使 系数 是 aji 的 形式 F 是 一 条 直线 的 对 应 形式 
或 说 aik 是 一 条 直线 的 Pliicker 坐标 , 条 件 (5.6.12) 和 (5.6.13) 是 必要 和 充分 的 . 三 
次 方程 (5.6.13) 应 与 早先 导出 的 二 次 关系 (对 照 81.7) 


QijQkl + QikQ; 十 ailQiK = 0 


等 价 . 

直到 现在 的 结果 , 其 意义 并 非 去 给 出 得 到 的 条 件 方程 的 具体 形式 , 因为 上 例 已 
指出 , 即使 在 最 简单 的 情况 去 给 出 具体 形式 就 已 经 够 复杂 了 . 这 些 结果 所 给 的 好 处 
在 于 , 我 们 现在 可 以 去 研究 具有 了 予 先 给 定 阶 数 的 纯 ” 维 流 形 全 体 . 办 法 就 是 我 们 把 
每 个 流 形 M 映 为 一 点 . 

一 个 流 形 M 的 对 应 形式 被 它 的 系数 ax 决定 了 . 我 们 把 这 些 系数 理解 为 一 个 
射影 空间 8 内 一 个 点 a 的 坐标 . 因此 , 具有 给 定 次 数 和 维 数 的 每 个 流 形 M 对 应 于 
一 个 像 点 4. 反 过 来 M 也 由 4 唯一 决定 . B 称 为 次 数 是 g, 维 数 是 7 的 流 形 M 的 
像 空 间 . 所 有 像 点 4 的 全 体 是 B 内 的 一 个 代数 流 形 , 其 方程 为 上 面 确 立 了 的 


Tu,(a)=0 
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流 形 M 的 一 个 代数 系统 (algebraic system), 我 们 理解 为 流 形 M 的 这 样 一 个 集 
合 . 它 的 像 集合 是 8B 的 一 个 代数 流 形 . 所 有 的 流 形 M (给 定 次 数 和 给 定 维 数 ) 是 代 
数 系统 的 一 个 例子 . 同样 , 在 一 个 给 定 流 形 N 上 的 所 有 流 形 的 全 体 或 包含 一 个 给 定 
流 形 工 的 所 有 流 形 全 体 , 也 是 一 个 代数 系统 , 因为 这 些 关 系 是 用 代数 方程 (5.6.10) 
表 出 . 

通过 流 形 M 至 像 空间 有 的 点 的 一 一 映射 , 在 像 空 间 的 代数 流 形 上 的 有 关 概 
念 和 定理 可 以 直接 地 搬 到 流 形 M 的 代数 系统 上 去 . 譬如 , 我 们 可 以 用 不 可 约 系统 
去 分 解 每 一 个 代数 系统 . 我 们 可 以 谈 一 个 代数 系统 的 维 数 和 一 般 元 素 ; 我 们 有 关于 
流 形 的 一 个 不 可 约 系 统 被 它 的 一 般 元 素 唯一 确定 的 定理 . 进一步 , 我 们 也 可 以 研 
究 代数 流 形 和 其 他 几何 对 象 之 间 的 代数 对 应 以 及 应 用 个 数 守 恒 原 理 . 对 这 些 概念 
的 一 个 更 详尽 的 介绍 见 Chow 与 van der Waerden 的 工作 2, 其 应 用 见 作者 的 其 他 
工作 @. 


QD Chow W -L, van der Waerden B L. Zur Algebraischen Geomstrie IX. Math. Ann. Bd. 113 
(1937). 

(©) van der Waerden B L. Zur Algebraischen Geometrie XI and XIV. Math. Ann. Bd. 114 und 
115. 


第 6 章 ” 重 数 的 概念 
86.1 重 数 的 概念 和 个 数 守 恒 原 理 


我 们 要 研究 这 样 的 问题 : 当 一 个 几何 问题 的 数据 特殊 化 后 它 的 解 会 怎样 呢 ? 

设 问 题 的 数据 用 ( 齐 次 的 或 非 齐 次 的 ) 坐标 zj 给 出 . 所 求 的 几何 形体 是 用 一 
组 或 多 组 齐 次 坐标 系 y, 给 出 的 . 目前 为 确定 起 见 , 我 们 设 不 仅 是 y, 并 且 zx 也 是 一 
组 齐 次 坐标 , 并 相应 地 说 是 “点 ”xz 和 “点 ”y. 这 个 假定 不 是 本 质 的 ; 本 质 的 是 我 们 
要 求 : 几何 问题 是 用 方程 组 


jz,y) =0 (6.1.1) 
来 决定 ,这 组 方程 (至 少 对 y 一 坐标 ) 是 齐 次 的 ， 这样 的 问题 我 们 称 之 为 正规 问题 


(normal probleme). 

方程 (6.1.1) 决定 了 点 x 和 yy 间 的 一 个 代数 对 应 . 这 样 , 我 们 也 可 以 把 代数 对 
应 定义 作为 正规 问题 , 这 个 定义 和 前 面 的 定义 等 价 . 

点 Z 可 以 在 一 个 不 可 约 流 形 M 中 变动 . 对 这 流 形 的 一 个 一 般 点 & 设 问题 至 
少 有 一 个 解 9, fu(&,n) = 0. 于 是 对 M 的 每 一 个 点 z, 这 问题 至 少 有 一 个 解 y; 因 
为 由 (6.1.1) 消去 y 所 得 的 结 式 系 为 M 的 一 个 一 般 点 所 满足 , 所 以 它 为 M 的 所 有 
点 满足 . 其 次 我 们 假设 , 问题 关于 M 的 一 个 特殊 点 Z 仅 有 有 限 多 个 解 . 因此 , 根据 
定理 5.3.6(85.3) 问题 对 M 的 一 般 点 € 也 只 有 有 限 多 解答 . 设 这 有 限 多 个 不 同 解 是 
1 .nh), 

按照 关于 特殊 化 的 一 个 一 般 的 定理 (84.1), 特殊 化 上 一 z 可 以 扩充 成 整个 系统 
的 一 个 特殊 化 


£—7, JI) _ zy ， . , nl®) _ yh). (6.1.2) 


我 们 把 它 表述 为 : “在 特殊 化 一 工 下 9,… ,m9 转 为 yD,… ,yD ”所 有 的 
y(*) 是 方程 (6.1.1) 的 解 ; 因为 关系 f(&,n' 中 ) = 0 在 每 个 特殊 化 下 仍 应 成 立 . 但 首 
先 , 我 们 是 否 可 以 用 这 种 办 法 得 到 方程 组 (6.1.1) 的 所 有 解 , 则 不 一 定 . 

点 y(0,… ,yt 用 不 着 是 完全 不 同 的 ; 可 能 在 特殊 化 £ 一 2,70 一 yo 下 正 
好 某 些 解 “ 合 拢 ”了 . 问题 (6.1.1) 的 一 个 确定 解 y 在 解 yD ,…. ,yt 中 出 现 的 次 数 
称 为 这 个 解 y 在 特殊 化 (6.1.2) 下 的 重 数 (multiplizitat 或 vielfachheit). 问题 (6.1.1) 
的 所 有 解 的 重 数 之 和 显然 等 于 h, 也 就 是 它 总 是 等 于 问题 对 M 的 一 个 一 般 点 《的 
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解答 数 . 这 样 , 我 们 得 到 个 数 守 恒 原 理 : 一 个 正规 问题 的 解 的 个 数 在 特殊 化 上 z 
下 保持 不 变 , 假设 在 特殊 化 后 , 每 个 解 计算 的 次 数 等 于 它 的 重 数 . 

为 使 这 个 原理 有 多 种 用 途 , 应 当 满 足 两 个 条 件 : 首先 重 数 应 该 是 由 特殊 化 < 一 
zx 唯一 决定 的 ( 跟 解 mn(*) 如 何 特殊 化 是 无 关 的 ), 其 次 , 在 特殊 化 (6.1.2) 中 我 们 应 
确信 能 得 到 问题 的 所 有 解 . 换 句 话说 , 没有 解 的 重 数 为 零 . 这 些 是 不 会 自动 满足 的 : 
我 们 完全 可 以 给 出 正规 问题 的 例子 , 使 其 重 数 不 是 唯一 地 确定 或 者 其 中 出 现 重 数 为 
零 的 解 . 而 下 面 的 定理 给 出 了 充分 条 件 , 在 这 些 条 件 下 那些 讨厌 的 情况 是 不 可 能 发 
生 的 . 

定理 6.1.1( 关 于 重 数 的 主要 定理 ) (1) 当 点 的 ( 归 一 化 ) 坐标 是 其 中 的 某 
些 代 数 独立 量 的 有 理 函 数 , 而 这 些 有 理 函 数 在 特殊 化 & 一 z 下 仍 保持 有 意义 , 则 
特殊 化 解 yD ，.… ,y(), 如 果 不 计较 它 的 次 序 , 由 特殊 化 上 一 z 唯一 确定 . 

(2) 除 1 的 假定 外 如 果 由 (6.1.1) 决定 的 对 应 是 不 可 约 的 , 则 问题 (6.1.1) 的 每 
个 解 y 在 解答 y,.… ,go 中 至 少 出 现 一 次 . 

对 (1) 的 证 明 ”将 一 般 点 € 所 对 应 的 解 nm,… ,nt 分 解 为 代数 共 思 e 的 点 

只 需 考 虑 其 中 的 一 个 点 组 了 D7,… ,7 ,并 证 明 这 一 组 的 特殊 化 由 上 一 xz 唯一 

确定 即 可 对 于 点 94 至 少 有 个 举 标 不 为 零 璧 如 是 mn ; 于 是 对 所 有 的 共 思 点 
这 个 坐标 也 不 等 于 零 , 且 可 以 令 它 等 于 1; W907? = 1. 于 是 坐标 mn 是 关于 域 K(é) 
的 代数 量 . 令 坐 标 &1,…… ,&%, 是 未 定 元 , 其 余 的 是 关于 它们 的 有 理 函 数 . 

现在 假设 wo,wi,… ,ws 是 另外 的 未 定 元 量 -wal 一 … 一 mr 中 ) 关于 域 
K(&,w) 是 代数 的 , 因此 是 一 个 系数 在 域 K(€1,… ,én ui,… i 上 的 不 可 约 多 项 
式 G(wo) 的 零点 ， 在 一 个 适当 的 扩 域 (ermeiterungakdrper) 这 个 多 项 式 完全 分 
解 为 线性 因子 , 这 些 线性 因子 都 和 wo + win 十 … + ng 品 ) 共 和 , 因此 具有 形状 
uo 二 + Win 十 … :十 亿 ne: 站) 


Cl(uo) = h(é) le 十 un” Td nnl’)) (OT) (6.1.3) 


我 们 设想 这 样 去 确定 任意 因子 h(é), 使 多 项 式 G(wo) 关于 &,… ,ém 不 仅 是 
有 理 的 而 且 还 是 多 项 式 , 并 且 不 含有 仅 依 赖 于 上 的 因子 . 此 后 我 们 用 G(é,wv) 来 记 
这 多 项 式 . G(&,wu) 是 关于 和 ,ém, uo,… ，un 不 可 约 的 多 项 式 , 并 按 85.5 它 称 
为 点 组 979,… ,9 的 对 应 形式 . 这 个 对 应 形式 提供 了 一 种 办 法 , 得 以 去 唯一 地 确 
定点 组 的 特殊 化 . 
我 们 按 w 的 乘 帘 展开 (6.1.3) 的 两 边 , 并 比较 这 些 乘 寡 的 系数 , 则 得 到 一 组 关 
系 
as(é) = RS)PA(D)， (6.1.4) 
由 此 得 到 齐 次 关系 
aA(é)bn(n) — an(é)bs(n) = 0. (6.1.5) 
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这 些 齐 次 关系 在 特殊 化 一 z,mo) 一 yo) 下 仍 应 保持 . 从 而 推出 

ax(z)bz(g) 一 an(z)bpx(y) = 0 (6.1.6) 
但 这 些 关 系 表明 了 ax(z) 与 5b、(y) 成 比例 . b、(y) 是 形式 [ [(wy) 的 系数 , 因此 它 
们 不 全 为 零 . 所 以 由 (6.1.6) 推 得 | 


a\(7) = ob (y). (6.1.7) 
但 是 由 于 ax(z) 是 形式 G(x,w) 的 系数 , 式 (6.1.7) 就 意味 着 
G(zu) = oe [ [uy'™). (6.1.8) 


当 我 们 还 可 以 证 明 形式 G(x,w) 不 恒 等 于 零 时 , 则 在 (6.1.8) 中 有 eo 关 0. 根据 
因子 分 解 的 唯一 性 定理 , 右边 的 线性 因子 是 唯一 确定 的 , 因此 点 yD,… ,y( 也 是 
唯一 确定 的 , 至 多 它们 的 次 序 不 同 . 

为 了 证 明 形 式 G(x,w) 不 恒 等 于 零 , 我 们 用 未 定 元 (unbestimnmte)Zo… ,六 代 
蔡 未 知 量 (unbekannten)yo,… ,yn 并 作 形 式 f.,(£,Y) 和 线性 形式 (w,Y) 关于 YY 的 
结 式 系 . 这 个 结 式 系 的 形式 R\(&,w) 当 且 仅 当 平面 v 通过 点 yt) 中 之 一 时 才 会 为 
零 . 这 样 , 形式 R、(&,4) 被 线性 形式 (7(x)w) 同时 也 被 它们 的 乘积 所 除 尽 , 所 以 被 形 
式 (6.1.3) 除 尽 . 在 RA(&,w) 中 令 &0 = 1 并 令 +1,… ,tn 用 6,… ,ém 的 有 理 孙 
数 代 入 , 此 处 我 们 利用 了 假设 1. 我 们 乘 上 这 样 的 一 个 公分 母 N\(&1,… ,tm) 以 后 ， 
乘积 N、(€)R(&,w) 将 是 对 &1,… ,6 整 有 理 的 , 由 于 NA RX(Ev) 是 被 G(&,w) 除 
尽 和 由 于 G(é,w) 不 具有 只 依赖 于 的 因子 , 上 述 的 可 除 性 , 在 作为 《 和 % 的 多 项 
式 的 领域 内 也 是 对 的 : 


NA(E)RA(E, u) = 4 (é, u)G(é, vw). 


当 用 z 代替 上 时 , 等 式 照 样 成 立 . 现在 , 如 果 是 G(z,w) = 0, 则 由 于 Nx(z) 夭 0 似 
平 将 导致 R(x,u) = 0. 但 情况 并 非 如 此 , 因为 R(x,w) 是 形式 f(x,Y) 和 一 个 线 
性 形式 (wu,Y) 的 结 式 系 , 它 等 于 零 只 当 这 样 的 v 的 特殊 值 , 此 处 平面 通过 有 限 多 
个 满足 方程 式 (6.1.1) 的 点 y 中 的 一 个 . 所 以 , 事实 是 G(zx,w) 0. 口 

对 (2) 的 证 明 ” 当 对 应 (6.1.1) 是 不 可 约 的 , 那么 每 个 点 对 (x,y) 是 一 般 点 
对 (€,n) 的 一 个 特殊 化 . 此 处 上 是 M 的 任意 一 个 一 般 点 , 9 是 其 对 应 点 mw 中 
的 任 一 个 ,譬如 nm = 70D， 按 照 84.1 特殊 化 (67) 一 (x,y) 允许 扩展 为 特殊 化 
(670 72 0) 一 (z) 轧 Wo) 按照 已 经 证 明 的 唯一 性 定理 (本 证 明 的 
第 一 部 分 )y,y,… ,Wy 应 该 在 某 一 个 次 序 里 与 Vi，…… ,gt 一 致 . 所 以 证 明了 点 y 
在 yy 中 出 现 . 口 
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从 上 面 证 明 的 定理 得 出 , 在 所 做 的 假设 下 , 问题 (6.1.1) 的 单个 的 解 y 的 重 数 
是 唯一 确定 而 且 是 正 的 . 

假设 1 在 M 是 整个 的 射影 或 多 重 射影 空间 时 成 立 , 此 时 &,…. ,én 简单 地 就 
是 点 & 的 非 齐 次 坐标 . 又 当 M 是 S。 内 所 有 子 空间 Su 的 全 体 , 它 也 被 满足 . 因为 
根据 81.7, 一 个 这 样 的 Su 的 所 有 Pliicker 坐标 是 它们 中 间 d(n 一 d 一 1) 个 坐标 的 有 
理 函 数 . 

所 给 的 假定 允许 适当 的 减弱 , 但 不 能 整个 省 略 . 假定 1 可 以 用 点 x 为 M 的 简 
单 点 这 个 较 弱 的 假定 代替 它 2. 同样 , 正如 证 明 中 指出 的 , 可 以 用 点 对 (zx,y) 是 某 一 
个 点 对 (和 7)) 的 特殊 化 这 个 较 弱 的 假定 来 代替 假定 2. 但 是 , 如 人 们 什么 假定 都 
不 作 时 , 那么 , 正如 下 面 的 例子 指出 的 , 断言 1 和 2 两 者 将 可 能 是 错 的 . 

例 6.1.1 “利用 令 和 矩阵 


| XO0 ZX1 TL9 ) 
yey yoy 大 十 好 
的 所 有 二 阶 子 行列 式 为 零 所 得 的 方程 组 确定 下 述 平面 三 次 曲线 
TOT1T2 = zi 十 ry 
和 直线 y 之 间 的 不 可 约 (1,1) 对 应 . 曲线 的 一 个 一 般 点 & 对 应 于 唯一 的 一 个 点 7: 
70 :M1 = &0 : &1. 
但 是 曲线 的 二 重点 (0, 0, 1) 对 应 于 两 个 不 同 的 y 点 (0, 1) 和 (1, 0), 两 者 都 是 一 般 
所 对 (&,”) 的 特殊 化 . 所 以 特殊 化 不 是 唯一 确定 的 , 解 (0, 1) 或 (1 0) 中 之 一 的 重 
数 可 以 随意 地 令 之 等 于 零 或 等 于 一 . 
例 6.1.2 ”给 定 一 个 二 元 的 双 二 次 形式 
aoté + ait3t] + a2t2t? + astot? + astt (6.1.9) 


(或 几何 上 : 在 一 直线 上 的 一 四 点 组 ). 我 们 要 来 求 所 有 那些 射影 变换 
t 二 3 eiktk. 


它们 将 形式 (或 四 点 组 ) 变 为 自身 . 这 个 问题 可 以 直接 用 关于 未 知 系数 eoo, eo1, elo， 
ell 的 齐 次 方程 来 改写 . 因为 我 们 只 需要 去 求 出 变换 后 的 形式 的 系数 , 并 (利用 二 阶 
行列 式 等 于 零 ) 证 明 它 们 应 当 与 原来 的 系数 Q0,Q1,Q2,Q3,04 成 比例 . 众所周知 ， 对 
一 般 的 形式 (6.1.9) 问题 有 四 个 解 : 有 四 个 射影 变换 , 使 直线 上 的 一 个 一 般 的 四 点 
组 变换 到 自身 ( 它 构成 Klein 四 元 群 ). 但 是 如 果 四 点 组 特殊 地 是 一 调和 点 列 (具有 


Q) 其 证 明 参 阅 van der Waerden B L. Zur algebraischen Geometrie VI. Math. Ann. Bd. 110 
(1935) S.144, §3. 
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交 比 等 于 -1), 则 有 八 个 这 样 的 变换 . 有 一 个 对 合 变 换 使 此 调和 点 列 中 的 两 个 是 固 
定 的 而 另外 两 个 彼此 交换 , 我 们 还 可 以 拿 这 个 变换 和 四 元 群 的 变换 相 乘 . 在 拟 调和 
四 点 组 (具有 交 比 5 + V3 的 情况 ), 甚至 于 有 12 个 将 四 点 组 变 到 自身 的 变换 ， 
它们 在 交错 群 作用 下 相互 置换 . 这 4 个 或 8 个 新 增添 问题 的 解答 现在 显然 具有 重 
数 零 . 因为 它们 不 能 从 一 般 情 况 的 四 个 解 用 特殊 化 来 获得 . 对 应 的 不 可 约 性 的 假定 
此 处 恰好 不 满足 . 

给 出 这 两 个 反例 以 后 , 现在 我 们 去 给 两 个 另外 的 例子 , 此 处 它 满足 了 对 于 个 数 
守恒 原理 的 应 用 所 必需 的 所 有 假定 . 

例 6.1.3 ”在 9, 内 的 一 个 不 可 约 d 维 流 形 M 必 同 一 个 子 空间 S%_a 相交 . 
根据 85.3 一 个 一 般 的 5,_a 和 流 形 M 交 出 有 限 多 个 点 . 现在 , 如 一 个 特殊 的 Sn _。 
和 流 形 M 也 只 交 于 有 限 多 个 点 zx, 它们 的 每 一 个 点 就 有 一 个 确定 的 重 数 (交点 重 
数 ) 根据 个 数 守恒 原理 , 所 有 交点 的 重 数 之 和 等 于 M 和 一 般 5,_a 的 交点 个 数 , 即 
等 于 流 形 的 次 数 . 

7 与 9 _， 间 的 对 应 的 不 可 约 性 我 们 已 经 在 5.3 就 认识 到 了 , 在 此 如 果 给 出 一 
个 一 般 点 对 (上 , S*_ 小 则 所 有 的 对 (z,S"_ ad), 其 中 z 属于 M 且 Sa 含有 zx, 就 可 
由 一 般 点 对 的 特殊 化 获得 . 这 里 所 利用 的 “反问 题 方法 ”在 很 多 其 他 的 正规 问题 的 
场合 也 有 用 .这 里 我 们 不 是 从 一 个 一 般 的 5,_a 出 发 , 而 是 由 M 的 一 个 一 般 点 # 
出 发 然后 通过 这 个 点 上 去 给 出 最 一 般 空间 S*_， 我 们 也 不 是 从 正规 问题 的 数据 出 
发 , 而 是 从 解 出 发 去 求 合适 的 且 尽 可 能 一 般 的 数据 

现在 , 因为 主要 定理 的 所 有 假定 都 有 了 , 所 以 得 到 : M 和 任何 一 个 S4_4a 的 交 
点 重 数 是 唯一 确定 的 , 而 且 是 正 的 . 

交点 重 数 的 概念 可 以 直接 运用 到 可 分 解 纯 d 维 流 形 上 . 

例 6.1.4 ”问题 是 确定 一 个 3 次 曲面 上 的 直线 . 在 85.4 我 们 已 经 看 过 , 这 个 问 
题 归 结 为 求 直线 的 Pliicker 坐标 所 满足 的 齐 次 方程 . 同样 , 我 们 知道 由 这 些 方程 定 
义 的 对 应 是 不 可 约 的 . 一 个 三 次 曲面 由 20 个 彼此 无 关 的 系数 决定 . 一 个 一 般 的 三 
次 曲面 , 正如 我 们 在 $5.4 看 到 的 , 含有 27 根 不 同 的 直线 . 因而 在 每 个 三 次 曲面 上 有 
27 根 (不 一 定 是 不 同 的 ) 直线 , 它们 都 从 一 般 曲 面 上 的 27 条 直线 的 特殊 化 获得 . 相 
交 的 直线 在 特殊 化 后 仍然 相交 ; 在 此 意义 下 这 些 直线 的 形态 得 到 了 保持 . 当 在 一 个 
特殊 的 曲面 上 仅 有 有 限 多 直线 ( 即 当 曲面 不 是 锥 面 ), 那么 从 重 数 的 主要 定理 得 到 
在 特殊 化 下 , 每 根 直 线 都 具有 一 个 确定 的 正 的 重 数 , 而 且 这 些 重 数 的 和 等 于 27. 

最 后 , 对 具有 重大 原则 性 的 例 6.1.3, 我 们 给 出 下 面 的 定义 : M 的 一 个 点 y 称 
为 流 形 M 的 k 重点 , 如 果 包 含 y 的 一 个 一 般 的 线性 空间 5;,_a 和 流 形 M 在 y 是 上 
重 相交 . 如 果 有 = 1, 则 y 称 为 M 的 简单 点 . 
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86.2” 重 数 为 一 的 判 据 


在 86.1 中 证 明 的 关于 重 数 的 主要 定理 为 我 们 提供 了 一 个 判 据 , 根据 它 , 在 多 数 
重要 的 情况 下 , 我 们 可 以 去 判定 , 一 个 正规 问题 的 解 是 否 具有 正 的 重 数 . 但 是 , 对 于 
个 数 守 恒 原 理 的 应 用 , 特别 在 “计数 几何 ”中 , 去 掌握 一 些 方法 使 得 能 够 对 重 数 的 
上 限 给 出 适当 的 估计 也 是 同等 重要 的 . 这 些 方法 中 最 重要 的 一 个 定理 是 断言 了 , 在 
一 定 的 条 件 下 , 一 个 解 的 重 数 小 于 等 于 1. 借助 于 这 个 判 据 以 及 关于 重 数 的 主要 定 
理 , 于 是 我 们 可 以 断言 , 这 个 正规 问题 的 解 的 重 数 正好 等 于 1. 因此 , 根据 个 数 守 恒 
原理 , 我 们 得 出 : 在 一 般 情况 下 的 问题 的 不 同 解 的 个 数 正好 等 于 在 所 研究 的 特殊 情 
形 下 解 的 数目 . 后 一 个 数目 的 确定 往往 比 前 一 个 容易 得 多 . 

对 重 数 小 于 等 于 1 的 判 据 是 基于 一 个 超 曲 面 的 极 超 平 面 或 切 超 平面 的 概念 . 设 
y 是 超 曲 面 矿 = 0 的 一 个 点 , 又 用 BO 表示 关于 yi 的 偏 微 商 , 则 五 在 点 y 的 极 超 
平面 (polarhyperebene) 或 切 超 平面 (tangentialhyperebene) 是 由 


zo00H (vy) 十 zi01H(y) 十 …… 十 znOnH(y) 一 0 (6.2.1 ) 
所 给 定 的 . 根据 Euler 定理 , y 本 身 处 在 这 超 平面 内 : 
mm : H(y) 一 yoOoH (y) + yi01.H(Y) 十 .… 十 ynOnH(y) 一 0. (6.2.2) 


利用 男 yo = 2 = 1 我 们 引入 非 齐 次 坐标 , 并 且 从 (6.2.1) 减 去 (6.2.2), 则 我 们 得 到 
极 超 平面 方程 如 下 形式 


(2 YIOH(Y) + + (zn — Yn)OnH(Yy) =0. (6.2.3) 
在 切 超 平 面 (6.2.1) 内 , 通过 y 的 直线 都 是 超 平面 瑟 在 点 y 的 切线 . 与 第 三 章 不 同 
的 是 , 当 y 是 H 的 一 个 二 重点 , 这 时 方程 (6.2.1) 对 y 恒 满 足 , 我 们 还 是 保留 这 种 
说 法 : 在 这 种 情况 下 , 通过 y 的 所 有 直线 将 都 为 五 在 点 y 的 切线 . 
下 面 是 我 们 希望 的 判 据 给 出 的 结论 . 
定理 6.2.1 当 一 个 正规 问题 是 用 方程 组 


Hu(é, n) 一 0 


给 出 , 又 设 在 特殊 化 & 一 7 中 , 两 个 不 同 的 解 几 , 转化 为 同一 个 解 y, 则 下 列 特 
殊 化 超 曲 面 
H,(7x,z)=0 (6.2.4) 


在 点 z= 二 yy 有 一 公共 切线 . 
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证 明 ”证明 将 以 ww 和 wy" 的 联 线 在 特殊 化 中 转化 为 一 切线 为 基础 . 
不 妨 假设 yo 对 0, 于 是 也 有 关 0,m" 关 0. 从 而 可 以 假设 yo = 二 74 =1. 
我 们 令 
Nk 一 Mk = Tk, 
则 7m=0, 故 7 是 联 线 77 的 无 穷 远 点 . 特殊 化 (&,7 ,9 ) 一 (zy 可 以 扩充 
为 (&,7 ,WT) 一 (x,Y ,Vt). 我 们 有 方程 式 


H,(é,7)=0, 


Hy(é,7) = H,(é,% +7)=0. 
将 后 一 个 方程 按 1,… ,mm 的 若 展 开 , 则 有 


>》， TkOk H(t,7) 十 高 次 项 = 0. (6.2.5) 
1 


在 高 次 项 中 , 我 们 总 可 以 留 下 一 个 因子 六 并 对 其 他 的 因子 六 重新 用 m% 一 代入 . 
从 此 (6.2.5) 将 关于 1,… ,mm 是 齐 次 的 . 通过 引入 m9 及 WW 也 可 使 (6.2.5) 对 7 及 
n” 为 齐 次 的 , 于 是 我 们 得 到 一 个 方程 , 在 特殊 化 (&,7 7) 一 (x,y,y,t) 后 仍旧 成 
立 . 但 是 , 在 特殊 化 后 差 光一 中 (或 齐 次 的 m0 一 416) 等 于 零 因为 mn 和 wy 两 者 
转 为 y. 这 样 , 整个 的 方程 (6.2.5) 留 下 的 只 是 第 一 项 : 


> trOk Hy (7x, Y) 二 0. 
1 


这 样 , 这 些 特 定 超 曲面 的 切 超 平面 有 一 个 公共 的 (无 穷 远 ) 点 t. 此 外 , 由 于 所 有 的 
超 曲 面 都 公有 (有 限 ) 点 y, 所 以 它们 也 有 正如 命题 指出 的 一 根 公 切线 . 口 

从 上 面 证 明 的 定理 立即 推出 重 数 1 的 判 据 : 

如 果 一 个 正规 问题 满足 关于 重 数 主要 定理 的 条 件 , 又 设 (6.2.4) 中 所 列 的 特殊 
超 曲 面 在 Y 没有 公 切 线 , 则 解 y 正好 重 数 是 一 . 

这 样 , 在 特殊 化 中 , 一 般 问 题 的 两 个 不 同 解 , 就 不 可 能 合拢 为 一 . 

在 这 个 判 据 中 , 其 好 处 在 于 , 应 用 它 的 时 候 , 我 们 只 要 去 考虑 特殊 问题 (特殊 问 
题 在 大 部 分 情况 下 要 比 一 般 问题 简单 ); 至 于 一 般 问题 (用 上 代替 x), 我 们 只 需要 知 
道 , 应 用 重 数 概念 的 各 项 假定 是 满足 就 够 了 . 


86.3 切 空间 


在 $1.9 中 对 平面 曲线 及 在 $6.2 中 对 超 曲 面 我 们 曾经 解说 过 切 空间 的 概念 , 现 
在 我 们 将 对 5,, 内 任意 的 纯 + 维 流 形 来 解说 这 个 概念 . 
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设 y 是 M 的 一 个 点 . 我 们 考虑 所 有 包含 M 的 超 曲 面 在 点 y 的 切 超 平面 的 全 
体 . 它们 的 交 是 一 个 包含 y 的 线性 空间 5,. 当 这 个 空间 与 流 形 M 有 相同 的 维 数 7， 
我 们 称 它 为 M 在 点 y 的 切 空间 (tangentialraum). 

现在 我 们 首先 证 明 , 一 个 不 可 约 流 形 M 在 每 一 个 一 般 点 € 具有 一 个 切 空间 . 
我 们 归 一 化 点 &, 令 &0 = 1 和 假设 6 ,… ,é& 是 代数 独立 量 , 剩 下 的 &1.41,… ,én 为 
它们 的 代数 函数 . 这 些 代 数 函 数 是 可 微 的 , & 关于 &; 的 导数 记 为 5&4,;. 现在 我 们 考 
虑 线性 空间 9, 其 方程 (用 非 齐 次 坐标 z1,… , zn 表示 ) 为 


六 
Zr+l 一 和 r+1 = >》 Err1j(% &;), 
1 


。。。。。。 (6.3.1) 
zn — én = 2 ,éni(%7 — &7). 
1 
我 们 要 证 明 , 这 个 空间 Sr 正 是 切 空间 , 即 它 是 下 列 切 超 平面 : 
(21 — 1)01f(€) + :+ (sn — én)On f(E) =0 (6.3.2) 


的 交 , 其 中 f = 0 为 所 有 包含 M 的 超 曲面 的 方程 . 我 们 首先 去 证 明 , 5S, 是 包含 在 
这 一 交 中 , 其 次 再 证 明 , 这 一 交 空 间 包 含 在 5 内 . 

想 要 证 明 空 间 5, 包含 在 所 有 超 平面 (6.3.2) 中 , 这 只 要 把 (6.3.1) 代入 (6.3.2) 
中 就 可 以 得 到 . 代入 后 , (6.3.2) 的 左边 是 


ba 


D2 6)0; f+ > > 6 一 与)Bk fe) 


j=1 k=r+1 JI 一 | 
= 一》 (2 —&){0; FO + 》 Orf (CEs}. 
j=1 k=7r 十 1 


将 方程 f(€) = 0 对 &j; 求 导 , 我 们 会 发 现 , 最 后 括 弧 的 值 等 于 零 . 
当 我 们 能 给 出 (6.3.2) 的 n 一 7 个 超 平 面 使 它们 的 交 恰 好 是 5., 则 我 们 就 证 明 
了 , (6.3.2) 中 所 列 超 平面 的 交 是 含 在 5; 内. 为 此 , 我 们 考虑 将 和 Hi 与 皇后 联 
系 起 来 的 不 可 约 方程 : 
fi(£1,:. ,Er,ér4i) = 0. (6.3.3) 


利用 引入 &0. 可 以 使 这 方程 齐 次 化 . 由 于 M 的 一 般 点 满足 它 , M 的 所 有 点 也 满足 
它 , 所 以 f=0 是 包含 M 的 超 曲 面 . 它 的 极 超 平面 (6.3.2) 是 


ba 


D2 —€)0fit srti— rti)Ortifi = 0. (6.3.4) 


j=1 
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用 2 Hi 万 除 之 , 则 根据 各 fy 的 定义 我 们 得 到 


一 > (2 一 €; )Erti, 十 (Zr+i 一 Er+i) = 0. 
j=1 
但 是 这 正好 是 方程 组 (6.3.1). 所 以 极 超 平面 (6.3.4) 的 交 就 是 空间 5 由 此 , 证 
明 完 毕 . 
因此 在 M 的 一 个 一 般 点 处 存在 一 个 切 空间 95. 这 意味 着 , 线性 方程 组 


具有 秩 n 一 7. 当 特殊 化 后 , 这 个 秩 将 不 可 能 变 大 (由 于 = 0 的 子 行列 式 , 特殊 化 
后 不 可 能 头 0). 假如 秩 变 小 , 则 极 超 平面 的 交 将 是 一 空间 S56. 其 中 g > 7. 但 是 如 
秩 在 特殊 化 上 一 y 后 保持 不 变 , 则 流 形 M 在 点 y 有 一 个 切 空 间 5;, 它 描 述 了 在 一 
般 点 & 的 切 空间 的 一 个 特殊 化 . 
在 86.2 的 判 据 的 应 用 中 , 利用 切 空间 将 是 有 益 的 . 璧 如 , 借助 于 判 据 我 们 来 证 
明定 理 . 

定理 6.3.1 当 M 在 点 y 具有 切 空间 Si, 则 1 是 M 的 简单 点 . 

证 明 “过 点 y 作 一 一 般 线性 空间 S9。,, 则 它 和 5; 仅 公 有 点 y. Sw_+ 是 7 个 
超 平面 的 交 , 而 这 些 超 平面 在 点 y 的 切 空 间 又 是 超 平面 自身 , 因此 这 些 切 空间 的 交 
也 是 S5。，. 包含 M 的 超 曲面 的 切 超 平面 的 交 是 切 空间 S. 现在 我 们 考虑 5,_ 和 
MM 的 交点 的 确定 . 这 是 一 个 正规 问题 , 那么 它 的 方程 是 5;,_ 的 方程 和 MM 的 方程 
的 联合 . 根据 所 有 这 些 方程 在 点 y 的 极 超 平面 的 交 就 是 5S, 和 5%_ 的 交 , 故 仅 有 
点 y. 由 此 解 y 重 数 是 一 , 即 y 是 M 和 5,_ 的 一 个 简单 交点 . 从 此 推出 断言 ， 口 

定理 6.3.1 的 道 也 对 . 

定理 6.3.2 如 yy 是 M 的 简单 点 , 则 M 在 9 具有 切 空间 . 

证 明 ”首先 , 这 定理 对 超 曲 面 成 立 , 即 当 y 是 超 曲 面 了 = 0 的 一 个 简单 点 , 则 
方程 (vy + 入 z) = 0 对 适当 的 z 具有 一 单 根 入 = 0, 从 而 导数 


d nN 
HY + Xz) = > zB 末 (yy + Nz) 


在 入 = 0 时 不 等 于 0, 也 就 是 说 在 y 的 极 超 平面 的 方程 


>》 zkOk H(Y) 一 0 


并 非 对 z 恒 满足 . 
现在 设 M 是 一 个 纯 7 维 流 形 , 又 y 是 M 的 简单 点 . 通过 y 我 们 作 一 一 般 空 
间 Sn_r, 它 与 M 在 2/ 单 重 相交 . 它 和 M 的 其 他 交点 是 212) ) Vg: 在 Snr 内 通 
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过 4y 作 一 不 包含 ww,… ,y 的 8,_1. 最 后 在 9，，， 内 取 一 9，，， 它 不 通过 
y. 现在 我 们 联结 M 的 所 有 的 点 同 5,,_,_2 的 所 有 的 点 , 从 而 我 们 得 到 一 个 投影 的 
锥 KK, 根据 个 数 守 恒 原理 , 它 的 维 数 是 n 一 19. 

M 这 样 , K 是 一 个 超 曲 面 . K 的 次 数 等 
人 | 入 于 M 的 次 数 , 因为 一 般 直线 1 和 天 的 交 
ND 点 个 数 与 51 和 5,_,_2 的 包容 空间 同 M 
RN 的 交点 个 数 一 样 多 .特别 地 , 我 们 这 样 来 
选取 这 一 根 直线 , 使 它 通过 y, 处 在 5，， 
内 但 不 处 在 5,,,_1 内 , 则 我 们 发 现 y 是 
KK 的 一 个 简单 点 . K 在 y 的 切 空间 是 一 

个 通过 5,,，,_1 的 超 平面 , 它 同 5,,_， 的 交 恰好 是 Si. 
我 们 让 5;,_._1 围绕 y 旋转 , 而 保持 不 脱离 5。,, 则 所 有 这 些 空间 5,_,._1 的 
交 仅 有 点 y. 所 以 全 体 锥 面 KK 的 切 超 平面 和 5,。, 仅 有 一 个 公共 点 y. 从 而 是 证 明 
了 , 这 些 切 超 平面 的 交 是 一 个 维 数 不 超 过 + 的 线性 空间 . 0D 


86.4” 流 形 和 一 个 特殊 超 曲 面 的 交 Bezout 定理 


如 果 C 是 一 条 不 可 约 曲线 , 五 是 一 个 一 般 的 , 而 H' 是 一 个 特殊 的 9 次 超 曲 面 ， 
此 处 我 们 假设 , H' 不 包含 曲线 C, 因而 与 它 也 只 有 有 限 多 个 交点 . 令 m9,… ,7 
为 C 和 五 的 交 乓 . 在 特殊 化 五 一 HH' 下 ,mn 中 ,… ,TI 在 保持 关系 不 变 的 条 件 下 
变 成 XD),… ,y 中 , 且 C 和 H' 的 每 个 交点 y 在 特殊 化 下 具有 唯一 确定 的 重 数 , 我 
们 称 它 为 C 和 HH' 在 交点 y 的 交点 重 数 (schnittpunktsmultiplizitat)， 

交点 重 数 一 定 是 正 数 . 

证 明 ”根据 86.1 给 的 判 据 , 只 要 能 够 证 明 超 曲面 8H' 和 它 同 C 的 交点 y 之 间 
的 对 应 是 不 可 约 的 就 足够 了 : 但 这 是 显然 的 (我 们 已 经 在 85.3 中 指出 过 ). 因为 如 
果 我 们 通过 C 的 一 个 一 般 点 & 作 一 一 般 的 超 曲 面 互 , 那么 得 到 的 就 是 这 个 对 应 的 
一 般 氮 对 . 口 

我 们 可 以 同样 证 明 下 面 的 推广 , 在 一 个 d 维 流 形 M 和 d 个 超 曲面 的 交 当 中 ， 
只 出 现 正 重 数 的 交点 .其 中 我 们 假设 这 些 超 曲 面 和 M 仅 有 有 限 个 交点 ， 且 这 些 曲 
” @ 更 准确 地 讲 : 对 M 的 每 一 个 点 z 我们 令 > 和 Sn_， -2 的 包容 空间 中 的 所 有 点 z 与 之 对 应 . 从 此 


决定 了 一 个 对 应 ,这 对 应 分 解 成 同 M 一 样 多 的 不 可 约 部 分 ， 像 流 形 , 因而 点 z 的 全 体 , 其 维 数 根据 个 数 守 
恒 原 理 等 于 


7 十 (有 一 7 一 1) 王 刀 一 1 


此 外 , 在 适当 的 坐标 选择 下 , 锥 面 K 不 是 别 的 , 正 是 在 85.3( 将 流 形 表示 为 锥 面 和 独 异 超 曲 面 的 部 分 交 ) 中 
所 利用 的 . 


86.4 流 形 和 一 个 特殊 超 曲面 的 交 Bezout 定理 . 159 . 
面 是 从 一 些 一 般 超 曲面 特殊 化 生成 的 . 我 们 也 称 上 述 的 重 数 为 交点 重 数 . 

从 这 些 事实 得 出 如 下 定理 . 

定理 6.4.1( 维 数 定理 ) ”一 个 不 可 约 d 维 流 形 M 和 一 个 不 包含 M 的 超 曲面 
HH' 的 交 只 含有 (dg 一 1) 维 的 部 分 . 

证 明 ”假设 交 D 包含 一 个 维 数 < d -1 的 部 分 Di. 设 y 是 Di 的 一 个 点 ， 
它 不 属于 D 的 其 他 任何 不 可 约 成 分 D2,… , D. (譬如 y 是 Di 的 一 般 点 )， 通过 
点 y 作 ad 一 1 个 一 般 超 平面 Vf,… ,U4_,, 而 且 , 这 些 超 平面 仅 交 D 于 有 限 多 个 点 . 
在 这 些 交 点 中 , 点 y 具有 重 数 零 . 因为 当 互 是 一 个 一 般 超 曲面 和 0,… ,Ua_1 是 
一 般 超 平面 , 那么 特殊 化 五 HH', U; 一 Ut 可 以 用 两 步 去 实现 : 首先 我 们 特殊 
化 互 一 H', 然后 再 特殊 化 (0 ,Da 一 (U1,… ,U4_1). 在 第 一 次 特殊 化 的 
时 候 ，M, HH, 本,… ,Ua_! 的 交点 70D ,nm 转化 为 M, 万 ,万 ,Us_1 的 , 也 
就 是 D, 如,… ,Ua_1 的 交点 CD,… , C9, 这些 点 不 处 在 Di 上 , 因为 根据 维 数 的 
理由 Di 和 一 般 超 平面 V1,… ,Ui_1 没有 公共 点 ， 因 此 £0,)… ,5 全 部 处 在 并 
集 Da 十 … 十 Dr 上 . 但 是 , 当 可,… ,Ua_1 特殊 化 到 Uf,… ,U4_1 时 它们 变 至 点 
yt ,yD, 上述 性 质保 持 正 确 , 故 这 些 yt? 也 处 在 Ds 十:… 十 D 上 , 所 以 y 不 在 
他 们 中 间 出 现 . 而 另 一 方面 是 , 正如 我 们 已 经 看 过 的 , 每 个 交点 y 具有 正 重 数 . 这 
一 矛盾 证 明了 , 我 们 的 假设 是 错误 的 . 口 

上 面 证 明 的 维 数 定 理 是 一 个 一 般 定理 的 特殊 情况 , 这 一 般 的 定理 断言 的 是 关于 
维 数 rx 和 s 的 两 个 流 形 的 交 , 其 中 > + s > n, 但 这 个 一 般 定理 证 明 要 难得 多 号. 

现在 , 我 们 转 回 到 曲线 的 情况 , 去 考虑 它 和 超 曲 面 的 交 , 并 证 明 相 当 于 这 种 情 
况 的 “Bezout 定理 ”. 

定理 6.4.2 ”一 根 不 可 约 曲线 C 和 一 个 一 般 超 曲面 五 的 交点 个 数 等 于 C 和 
于 的 次 数 的 乘积 gy. 

证 明 ”我 们 考虑 这 样 的 不 可 约 对 应 , 其 中 对 应 于 C 的 每 个 点 y 是 所 有 通过 y 
的 超 平面 久 . 不 管 是 我 们 通过 C 的 一 般 点 7 作 一 个 一 般 的 超 平面 ww 或 是 我 们 从 一 
个 一 般 的 超 平面 % 出 发 , 而 取 nm 为 wu 和 CC 的 任 一 个 交点 , 最 终 我 们 得 到 的 都 是 这 
对 应 的 一 般 点 对 (n,4)， 从 一 般 点 对 (m,w) 的 第 一 种 做 法 我 们 看 到 , 超 平面 v 不 包 
含 曲线 C 在 7 的 切线 , 而 只 同 它 有 公共 点 wn. 在 一 般 点 对 的 第 二 种 生成 办 法 中 得 
到 的 也 有 同样 的 性 质 , 因为 一 般 点 对 的 代数 性 质 总 是 相同 的 . 从 而 得 出 : 在 曲线 C 
和 一 个 一 般 超 平面 的 交点 处 , 曲线 的 切线 与 该 超 平面 也 只 公有 该 交点 . 

现在 , 我 们 利用 特殊 化 , 从 一 般 超 平面 五 过 渡 到 这 样 的 超 曲 面 矿 ', 它 分 解 成 7 
个 彼此 无 关 的 超 平面 Li,… , Ly. C 和 了 瑟 的 交点 7 的 数目 显然 等 于 gy. 这 些 交 点 
7 的 重 数 一 方 面 是 正 数 , 但 另 一 方面 根据 86.2 中 的 不 超过 一 , 否则 曲线 在 点 7 的 切 


QD 见 van der Waerden B 工 .Zur algebraischen Geometrie. X11. Math. Ann. Bd. 115. 9. 330. 
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空间 (参见 86.3) 与 H' 在 点 7 的 极 超 平面 应 该 有 一 公共 直线 . 如 果 n 是 万 的 一 
个 点 , 则 HF’ 在 7 的 极 超 平面 也 就 是 Li, 但 L1 和 曲线 的 切线 公有 点 mn. 所 以 交点 
的 重 数 全 等 于 一 . 根据 个 数 守恒 原理 , 五 和 C 的 交点 数 也 等 于 gr 口 

定理 6.4.3 ”一 个 次 不 可 约 流 形 M 和 一 个 一 般 9 次 超 曲面 的 交 具 有 次 数 
9 

证 明 设 M 的 维 数 是 a, 则 它 和 五 的 交 维 数 是 d - 1. 我 们 让 M 与 4 -1 
个 一 般 超 平面 相交 , 则 根据 85.2 得 到 的 是 7 次 不 可 约 曲 线 . 按 Bezout 定理 该 曲线 
与 五 交 出 9g7 个 点 . 所 以 M 和 五 的 交集 与 一 个 一 般 线性 空间 5,,_gy1 交 出 gy 
个 点 . 口 

重复 地 应 用 即 得 : 

一 个 ?7 次 的 不 可 约 d 维 流 形 和 上 < d 个 具有 次 数 el … ,ek 的 一 般 超 曲面 的 
交 , 其 次 数 是 7 elez…': ek. 在 有 =d 的 情况 下 , 则 它 由 yel…':ed 个 点 组 成 . 

我 们 从 一 般 超 曲面 Fi,… , Hi 转 到 特殊 的 超 曲面 再 …… ,HH/, 则 交 AM ， 
Hi 可 能 分 解 成 若干 不 可 约 成 分 五 ，…… ,五 . 其 中 没有 维 数 小 于 d -大 者 . 我 们 假设 
它们 正好 维 数 都 是 d 一 大 . 

现在 , 我 们 要 去 定义 一 个 这 样 的 不 可 约 d 一 k 维 成 分 五 的 重 数 或 交点 重 数 . 为 
此 , 我 们 再 取 d 一 个 一 般 超 平面 L1,… ,Za 它们 与 五 交 出 g, 个 共 堪 点 . 如 
这 些 交 乓 的 某 一 个 , 作为 M, 本,…. ,五 ,TD ,La_k 的 交点 具有 重 数 如， 则 全 部 
共 辆 的 交点 具有 同样 的 重 数 心 . 我 们 称 它 为 五 的 交点 重 数 . 

数 g, 是 I 和 i,… ,La_k 的 交点 数 , 也 即 五 的 次 数 . 五 , 厂 …… ,Tok 的 全 
部 共 轿 交点 的 重 数 和 是 gyp, 所 以 M, 下 ,再 ,7 ,La_k 的 所 有 交点 的 重 数 
之 和 等 于 ”guu. 另 一 方面 这 个 和 等 于 yeie2... es. 从 而 得 到 : 

ME ,ER 的 交 的 不 可 约 戌 分 的 次 数 ， 乘 以 它 的 重 数 求 和 ,是 等 于 M 和 
Hi,… ,Hh 的 次 数 的 乘积 : 


>》 gvHv 一 了 E1C2 …… 6EK， 


人 们 可 以 沿 着 两 个 方向 去 推广 这 个 定理 . 其 一 , 可 以 把 它 用 到 多 重 射 影 空间 上 , 正如 在 Zur 
algebraischen Geometrie I, Math. Ann. Bd. 108, S.121 中 所 做 的 那样 .其 二 , 在 考虑 交 的 
时 候 , 我 们 也 可 以 取 射 影 空间 S。 的 任意 维 数 的 流 形 ( 见 Zur algebraischen Geometrie XIV. 
Math. Ann. Bd. 115, S.619). 


练 习 6.4 


当 我 们 首先 让 M 和 Hi 相交 , 然后 取 其 交 的 单个 的 部 分 去 和 Hs 相交 , 这 样 得 到 的 交 的 不 
可 约 部 分 的 重 数 和 把 这 个 部 分 作为 是 MH1 2 的 交 的 部 分 所 得 的 重 数 是 相等 的 . [证 明 的 方法 如 
同 在 维 数 定理 中 所 作 的 : 特殊 化 (H1H2) 一 (Hi 可;) 也 将 可 以 分 两 个 步 去 实现 ] 


46.4 流 形 和 一 个 特殊 超 曲面 的 交 Bezout 定理 . 161 . 


本 节 与 早先 83.2 的 联系 将 用 下 面 的 定理 给 出 . 

定理 6.4.4 在 两 条 平面 曲线 的 情况 , 按照 83.2 定义 的 交点 重 数 与 现在 的 新 
定义 一 致 . 

证 明 ”首先 假设 两 根 曲线 之 一 是 一 条 相应 次 数 的 一 般 曲 线 五 . 按 本 节 证 明 的 
“Bezout 定理 ”, 其 交点 数 等 于 次 数 的 乘积 . 但 是 依据 83.2 所 定义 交 反 重 数 的 和 也 
等 于 次 数 的 乘积 , 所 以 这 些 重 数 都 应 该 等 于 1. 因此 , 在 83.2 中 定义 的 结 式 R(p,9q) 
具有 下 面 的 因子 分 解 , 其 中 指数 是 一 : 


R(p,q) =cI ,0,s") (6.4.1) 


我 们 现在 利用 特殊 化 , 从 一 般 的 曲线 也 转 到 特殊 的 HH', 则 因子 分 解 (6.4.1) 仍 成 立 
[对 照 86.1 中 由 (6.1.3)~(6.1.8) 的 相应 考虑 ]. 从 而 证 明了 用 特殊 化 所 定义 的 重 数 和 
从 RR(p,q) 的 因子 分 解 所 给 出 的 重 数 是 一 致 的 . 口 

结束 本 节 , 我 们 还 要 证 明定 理 6.4.5. 

定理 6.4.5 设 f 和 9g 是 次 数 相等 的 形式 , 其 中 第 二 个 形式 (而 非 第 一 个 ) 将 
在 不 可 约 流 形 M 上 取 值 零 , 则 M 和 超 曲 面 f =0 的 交 与 M 和 上 +9=0 的 交 恰 
好 一 致 ， 此 处 是 把 重 数 考 虑 在 内 的 . 

证 明 ”我 们 仍 设 M 的 维 数 是 d. 对 M 的 点 , 如 果 f = 0, 则 也 有 ff 十 g = 0， 
反之 亦 然 , 因为 g 在 M 上 取 值 零 . 为 了 决定 M 和 f = 0 的 交 之 不 可 约 部 分 的 重 
数 , 我 们 首先 取 d - 1 个 一 般 超 平面 Li,… , La_1, 然后 再 利用 特殊 化 , 从 一 个 一 般 
超 曲 面 ==0 去 给 出 超 曲 面 f = 0; 这 时 交点 的 特殊 化 提供 了 所 要 求 的 重 数 . 现在 ， 
我 们 用 两 个 步骤 去 处 理 这 个 特殊 化 : 首先 我 们 让 玉 转移 到 f 十 入 g, 其 中 入 是 未 定 
的 , 然后 作 特 殊 化 入 一 0 或 当 我 们 希望 /+ 9 代替 f 时 , 就 作 特殊 化 和 一 1. 作为 
一 个 点 集 , M 和 f 十 入 g=0 的 交 仍 然 是 M 和 f = 0 的 交 . M 和 Li,… ,La_i, 
ff 十 入 g =0 的 交点 (与 入 无 关 ) 对 未 定 的 和 具有 一 定 的 重 数 , 它 可 以 确定 为 一 个 适 
当 的 因子 分 解 中 指数 , 所 以 不 是 和 的 函数 , 而 是 整数 . 在 特殊 化 入 一 0 与 入 一 1 中 
这 些 重 数 不 可 能 改变 , 因为 它 与 和 无 关 , 从 此 得 出 断言 . 口 


第 7 章 线 性 系 


87.1 代数 流 形 上 的 线性 系 
设 M 是 5,, 中 d 维 不 可 约 吕 代数 流 形 . 设 一 超 曲 面 的 线性 系 
AMoFo 十 AI1Z1 十 … :十 Ar 一 【LV (7 之 0) (7.1.1) 


中 任 一 超 曲 面 都 不 含有 整个 流 形 M, 则 超 曲 面 (7.1.1) 在 M 上 交 出 若干 4 一 1 维 流 
形 NM. 根据 86.4, N、 的 不 可 约 部 分 要 配 以 适当 的 重 数 (相交 重 数 ). 变动 A0,… , 入， 
则 所 有 的 N、 就 构成 一 流 形 的 集合 , 此 集合 就 称 为 + 维 的 线性 系 (lineare schar). 

上 述 定 义 现在 还 能 进行 适当 的 扩充 , 其 中 可 以 在 流 形 N、 上 添加 一 些 M 中 带 
有 任意 重 数 ( 正 或 负 ) 的 , 相同 维 数 的 固定 ( 即 与 和 无 关 ) 流 形 , 或 者 可 以 去 掉 一 些 
N、 中 已 有 的 固定 部 分 . 

为 了 表达 其 精确 意义 , 我 们 定义 : 一 组 同 维 数 不 可 约 流 形 的 和 , 其 中 每 个 流 形 
配 以 正 或 负 的 重 数 , 称 为 虚拟 流 形 (virtuelle mannigfaltigkeit). 如 果 重 数 都 是 正 的 ， 
就 称 为 有 效 流 形 (effektive mannigfaltigkeit). 每 个 有 效 流 形 的 集合 具有 一 个 (可 能 
是 空 的 ) 同 维 数 的 最 大 公共 子 流 形 , 它 是 由 此 集合 的 全 部 流 形 的 所 有 公共 不 可 约 部 
分 组 成 . 其 中 每 个 流 形 配 以 它 在 集合 的 每 个 流 形 中 出 现时 所 具有 的 最 低 重 数 . 

设 由 超 曲 面 (7.1.1) 在 M 上 交 出 相交 流 形 N、 的 最 大 公共 子 流 形 为 4， 令 
NA=4+Cx, 于 是 Cs 构成 一 个 没有 固定 部 分 的 线性 系 . 假定 还 有 任意 一 个 M 上 
的 4- 1 维 虚拟 流 形 B, 则 和 B+ CA 就 构成 带 有 固定 部 分 B 的 最 一 般 的 线性 系 . 
根据 这 个 定义 , 就 可 以 使 得 带 有 负重 数 的 部 分 仅 含 在 固定 部 分 B 中 , 而 不 含 在 变动 
部 分 C、 中 . 

例 7.1.1 设 MM 为 有 二 重点 的 平面 三 次 曲线 , 超 曲面 (7.1.1) 是 过 此 二 重点 的 
直线 , 流 形 Nx 由 重 数 为 2 的 重点 和 另外 一 点 CA 组 成 , 去 掉 有 重 数 2 的 重点 之 后 
就 得 到 没有 固定 组 成 部 分 的 线性 系 , 其 元 素 就 是 曲线 上 单个 点 . 二 重点 作为 此 线性 
系 的 元 素 出 现 两 次 (相应 于 二 重点 的 两 条 切线 )， 

在 一 条 没有 二 重点 的 平面 三 次 曲线 上 , 由 单个 点 不 可 能 组 成 线性 系 , 因为 如 果 
超 曲 面 (7.1.1) 的 次 数 是 m, 并 且 与 曲线 有 3m - 1 个 交点 , 则 根据 83.9, 第 3m 个 
交 氮 唯一 确定 . 因此 在 这 种 情况 下 , 线性 系 的 变动 部 分 C\ 至 少 有 两 点 . 


Q) 如 果 把 概念 作 另外 解释 ， 则 不 可 约 性 条 件 可 以 去 掉 . 参见 Severi F. Un nuovo campo di ricerche. 
Mem. Reale Accad. d’Italia Bd.3 (1932). 


87.1 ”代数 流 形 上 的 线性 系 . 163 . 


例 7.1.2 设 M 是 53 中 二 次 曲面 , 超 曲面 (7.1.1) 是 过 M 上 一 直线 4 的 平 
面 , 流 形 N、 由 直线 4 及 另 一 变动 直线 C、 组 成 . 如 果 M 是 锥 面 , 则 C 遍历 锥 面 
的 母线 ; 如 果 M 不 是 锥 面 , 则 CA 遍历 二 次 曲面 M 上 两 系 直线 中 的 一 系 , 于 是 这 
两 组 直线 系 的 每 一 系 都 是 线性 系 . 

前 面 我 们 假定 系 (7.1.1) 中 超 曲 面 都 不 包含 M, 现在 放弃 这 个 假定 , 设 系 (7.1.1) 
中 可 能 有 t 个 线性 无 关 的 形式 它们 均 含有 M, 我 们 可 以 假定 些 这 是 互 _401… 厂 . 
于 是 (7.1.1) 中 每 个 超 曲 面 与 M 的 交集 正好 和 超 曲 面 


AoFo 二 和 i 十:… 十 和 Ar_iF._1= 二 0 (7.1.2) 


与 M 的 交集 一 样 , 因为 (7.1.1) 中 左 端 和 式 的 其 余部 分 在 M 上 为 零 (参见 86.4 中 
最 后 定理 ). 但 超 曲 面 (7.1.2) 在 M 上 交 出 一 个 +-t 维 线性 系 , 于 是 得 出 如 下 定理 . 

定理 7.1.1 一 个 7 维 线性 形式 系 (7.1.1), 其 中 有 上 个 线性 无 关 形 式 含有 M， 
在 M 上 交 出 一 7 一 上 维 线性 系 . 

一 个 线性 系 的 维 数 ">, 可 由 此 系 的 内 在 特征 来 表征 , 从 而 与 线性 系 是 由 哪些 超 
曲面 交 出 无 关 . 

设 已 是 M 上 的 这 样 一 个 点 , 它 不 是 超 曲面 系 (7.1.1) 的 基点 . 想 从 系 中 找 出 含 
有 已 点 的 流 形 C、, 则 要 将 点 已 代入 方程 (7.1.1). 于 是 得 到 含 参数 和 0, 和 1,… ,入 
的 一 个 线性 方程 , 也 就 是 一 个 > - 1 维 的 线性 子 系 . 现在 再 选 出 第 二 点 已 , 它 不 是 
该 子 系 的 基点 , 如 此 下 去 , 一 直到 选 出 已, 最 终 得 到 一 0 维 子 系 , 也 就 是 得 到 原来 
系 中 的 一 个 确定 元 素 CA, 它 包含 所 有 点 已 ,… ,已 . 于 是 得 出 如 下 定理 和 推论 . 

定理 7.1.2 ”线性 系 的 维 数 > 等 于 可 用 来 确定 系 中 一 元 素 的 任意 一 组 点 的 
个 数 . 
推论 7.1.1 “曲线 上 点 组 的 线性 系 的 维 数 至 多 等 于 此 系 的 点 组 中 可 变 点 的 
个 数 . 
以 下 以 4 表示 一 列 不 定 元 40,… , 4;, 其 对 应 的 元 素 C4( 或 B+ Ca, 如 果 此 线 
性 系 具有 固定 部 分 B) 称 为 线性 系 的 一 般 元 . 

定理 7.1.3 线性 系 由 其 一 般 元 十 O4 确定, 而 与 形式 系 (7.1.1) 无 关 . 

证 明 通过 将 M 与 一 般 线 空间 5,,_ai1 相交 , 可 使 M 的 维 数 下 降 到 1, B+Ch 
的 维 数 下 降 到 0, 以 及 系 中 某 一 特殊 元 下 + Cy 的 维 数 同样 下 降 到 0. 但 如 果 B+0、 
与 一 个 一 般 线性 Su+1 的 交 知 道 了 , 则 B + C、 本身 也 就 知道 了 . 口 

于 是 我 们 可 以 把 定理 7.1.3 归结 为 如 下 述 定理 . 

定理 7.1.4 设 在 曲线 M 上 给 定 一 线性 系 : 其 一 般 元 BB 十 C4, 同样 其 每 一 个 
特殊 元 BB 十 C、 是 M 上 点 组 ( 零 维 流 形 ), 则 BB 十 C0、 的 点 由 刀 十 O04 的 点 通过 特殊 
化 A 一 入 产生 . 
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证 明 ”我 们 令 
Fa= AoFot+ A + + AF, 
FF =AFot+AFit+ + Arb., 


并 且 记 F 为 其 次 数 与 本 ,Fn 相同 的 一 般 形式 . Na(M 与 F4 的 交 ) 上 点 的 重 数 是 
由 特殊 化 F -、Fn 确定 . 同样 , N、 上 点 的 重 数 是 特殊 化 Fh4 一 及 来 确定 . 后 面 
一 个 特殊 化 可 以 分 两 步 实现 : 下 一 机 和 刺 一 及 ,于 是 Na 在 特殊 化 4 一 人 
下 正好 是 NA. 如 果 去 掉 固定 点 4 或 添加 新 的 固定 点 B, 则 这 个 性 质 仍 能 保持 . 因 
为 这 些 固定 点 在 特殊 化 下 保持 为 简单 点 ， 于 是 在 特殊 化 4 一 入 下 , B + C4 变 为 
已 十 CN. 吕 ] 

一 般 元 为 C4 的 线性 系 记 为 |C4|. 

练 习 7.1 

1. 曲线 上 点 组 的 线性 系 是 按 85.6 意义 的 不 可 约 零 维 流 形 系 (利用 定理 7.1.4 及 86.1 的 方 
法 )， 

2. Ma 上 d 一 1 维 流 形 的 线性 系 是 85.6 意义 下 的 不 可 约 系 (可 利用 练习 7.1 题 1). 

每 一 个 有 效 线性 系 |B + C4| 联系 一 个 在 参数 值 和 B+C、 的 点 7 之 间 的 代 
数 对 应 . 最 容易 的 是 考察 (7.1.1) 和 M 的 完全 交 N 的 线性 系 ; 其 对 应 就 由 M 的 
方程 

gu(7)=0 (7.1.3) 


和 超 曲 面 及 的 方程 
Mo Fo(n) 十 AI1Z1 (7) 十 ……… 十 和 rr (7) 二 0 (7.1.4) 


确定 . 

我 们 现在 先 暂 不 讨论 超 曲 面 系 (7.1.1) 的 所 有 基点 ， 而 探讨 从 一 个 一 般 点 对 
(CA*, 6) 去 求 得 对 应 的 其 余 点 对 ， 为 了 这 个 目的 , 设 上 是 M 的 一 般 点 , 而 X* 是 
线性 方程 

NFO(E) + MFI(E) + + NP(E) =0 (7.1.5) 


的 一 般 解 . 

现在 断言 : 通过 (7.1.3)(7.1.4) 所 确定 的 对 应 的 所 有 点 对 , 只 要 不 使 一 切 Fu() = 
0, 一 定 是 一 般 点 对 (和 *,&) 的 特殊 化 . 

证 明 设 而 人) 和 0. 如 果 有 一 个 关系 五 (和 *,é&) = 0, 则 我 们 以 


和 —Fo(é) 


(7.1.6) 
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代入 ; 于 是 此 关系 对 对 …… ,和 = 恒 满 足 . 现在 我 们 将 M 的 一 般 点 换 成 特殊 点 7. 再 
将 入,… ,入 代 以 和,… ,由 于 (7.1.4) 故 有 


A + + ArEr (WN) 
—Fo(n) 


因而 事后 我 们 再 将 替换 (7.1.6) 往 回 变 . 这 就 得 到 刀 (X,7) = 0, 于 是 (A,n) 是 (X* ,6) 
的 一 个 特殊 化 . 口 

一 般 点 对 (和 *,&) 定义 了 一 个 不 可 约 对 应 只 在 此 对 应 下 , 一 般 点 4 对 应 于 7 
的 dq 一 1 维 相对 不 可 约 流 形 , 根据 上 面 所 证 它 至 少 要 含有 Nh = A 十 C4 中 所 有 那些 
不 是 系 (7.1.1) 的 基点 的 点 .Na 的 每 一 个 纯粹 由 基点 组 成 的 不 可 约 部 分 是 固定 的 . 
从 而 是 4 的 部 分 . Na 的 其 余 不 可 约 部 分 根据 上 面 的 断言 要 含 在 一 个 d 一 1 维 不 可 
约 流 形 中 , 于 是 和 这 个 流 形 恒 同 . 因此 , Ch 仅 由 一 个 不 可 约 部 分 组 成 . 如 再 有 3 是 
C4 的 一 般 点 , 则 (4, 对) 是 对 应 & 的 一 般 点 对 , 因此 其 所 有 代数 性 质 必定 和 (X*, 6 
一 致 . 这 就 证 明 如 下 定理 . 

定理 7.1.5 ”一 个 没有 固定 部 分 的 线性 系 的 一 般 元 素 CA 关于 域 (4) 为 不 可 
约 的 . 设 三 为 C4 的 一 般 点 , 则 点 对 (4,3) 的 所 有 代数 性 质 与 点 对 (和 *,E) 一 致 .于 
是 , 或 者 先 选 M 的 一 般 点 & 并 由 此 产生 线性 系 |C4| 的 一 般 元 C*, 或 者 从 线性 系 
的 一 般 元 素 C4 出 发 并 在 其 上 选 出 一 般 点 5S. 这 二 者 是 完全 等 价 的 . 

我 们 现在 从 线性 系 的 一 般 元 素 Ch 转向 某 一 特殊 元 素 CA, 并 且 证 明 如 下 定理 . 

定理 7.1.6 通过 一 般 元 素 (和 *,E) 或 (4 3) 所 定义 的 不 可 约 对 应 中 将 每 个 入 
值 正好 对 应 于 CA 的 点 . 也 就 是 说 , 当 且 仅 当 了 是 CA 的 点 , 点 对 (和 ,7n) 是 (4, 三 ) 的 
特殊 化 . 

证 明 (1) 设 7 为 CA 上 一 个 点 , 因而 是 C、 的 一 个 不 可 约 部 分 CY 上 的 一 点 . 
设 wr 是 的 一 般 点 . 于 是 7 是 m* 的 特殊 化 . 因此 只 要 证 明 (A,m*) 是 (4,S) 的 
特殊 化 就 已 足够 . 

n* 可 以 作为 Cl 与 一 个 一 般 线性 空间 5;,_ar1 的 交点 而 就 得 出 , 同样 Ss 也 可 
作为 C4 和 5%_atri 的 交点 . 经 过 与 5,,_a41 相交 , M 的 维 数 变 为 1. 于 是 M 变 
成 曲线 , 在 其 上 超 曲 面 (7.1.1) 交 出 一 个 点 组 的 线性 系 . 根据 定理 7.1.4, 这 个 系 的 每 
个 特殊 点 组 是 由 此 系 的 一 般 点 组 经 特殊 化 而 得 出 . 因此 (和 ,7*) 是 (4, 三 ) 的 特殊 化 ， 
从 而 (X,7) 也 是 (4, S) 的 特殊 化 . 

(2) 设 (A,n) 是 (4, ES) 的 一 个 特殊 化 . 此 处 仍然 理解 为 C4 和 一 般 线性 空 
间 5%_ar1 的 一 个 交点 . 我 们 现在 通过 ?7 也 作 一 个 与 NA 仅 有 有 限 个 交点 的 线性 空 
间 5S/_j 1. 例如 , 我 们 将 7 与 空间 3 的 n 一 d+1 个 一 般 点 连接 起 来 . 于 是 不 难 
见 到 , 我 们 有 特殊 化 : 


一 和 0， 


(4, 性 ， Sn—at1) > (和 ， 7] Sn_at1): 
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设 ESG 是 04 与 So artl 的 所 有 交点 , 则 由 上 述 特殊 化 可 以 补足 为 对 所 
有 交点 的 特殊 化 : 


(4 Sn_at1; 3 SEO) 一 (AS TD ,7(9))， 


这 时 ，S…… ,SG) 是 一 个 正规 问题 的 解 , 这 个 问题 的 数据 是 4 和 65;,_a41, 而 且 
经 过 特殊 化 (4, .5% 一 d 十 1) 一 (3 1) 之 后 , 这 个 问题 仅 有 有 限 个 解 , 因为 NN、 
与 $',,_at1 仅 有 有 限 个 交点 . 根据 86.1 的 主要 定理 , 其 特殊 化 是 唯一 确定 的 . 
现在 我 们 可 以 把 它 分 成 两 步 : 首先 将 4 变 到 和 然后 再 将 5,_at1 变 到 35/ ，)， 
在 第 一 步 中 , 根据 定理 7.1.4( 应 用 到 M 和 5,, -d+1 的 相交 曲线 上 ), C4 和 9。，,j1 
的 交点 转变 为 C 和 5S,_u+i 的 交点 ; 在 第 二 步 中 CA 的 点 必须 仍然 保持 是 CA 的 
扩 , 因为 和 不 再 改变 . 因此 , mm,…. ,7(9) 全 部 是 CA 的 点 ; 特别 的 , 7 是 Cy 的 点 . 口 


87.2 ”线性 系 和 有 理 映 射 


线性 系 在 代数 几何 中 具有 突出 的 重要 性 首先 就 在 于 它 联系 着 有 理 映 射 . 
我 们 首先 研究 一 个 没有 固定 部 分 的 一 维 线性 系 |Ca|, 可 设 它 由 形式 系 (formen- 
schar) 
NFo+AF=0 (7.2.1) 


定义 . 当 是 CA 的 点 且 不 属于 基 流 形 而 = 互 = 0 时 , 从 (7.2.1) 得 出 


AL Fo(n) 
N00 Fn) 


因此 得 到 一 个 属于 线性 系 的 M 上 的 有 理 函 数 


gn) = 站. (7.2.3) 


h(n) 
自然 这 仅 当 分 子 分 母 不 都 为 零 时 才 有 定义 . 特别 地 ，M 的 每 个 一 般 点 就 是 这 种 情 
况 . 这 个 有 理 函 数 联系 着 一 个 M 到 直线 上 的 映射 , 如 果 分 母 为 零 , 分 子 不 为 零 , 则 
像 点 就 是 直线 上 的 无 穷 远 点 . 
令 此 函数 p(n) 取 定 值 (也 可 以 是 oo) 
一 入 1 

入 一 Nh 
得 到 M 上 点 7 的 轨迹 , 正 是 流 形 CA; 因此 这 个 轨迹 由 方程 (7.2.1) 给 出 , 这 里 仍 不 
考虑 使 而 (7) = 五 (m) =0 的 点 . 


(7.2.2) 
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例如 , 设 M 是 曲线 , 则 w(”) 就 是 这 条 曲线 上 的 有 理 函 数 ， 除 掉 有 限 个 点 外 ， 
有 理 函 数 在 每 个 点 上 取 确 定 的 值 (通过 引入 分 支 的 概念 , 令 这 个 函数 在 每 一 个 分 支 
上 取 一 确定 值 就 可 以 排除 这 些 例 外 点 )， 对 固定 的 和 , 函数 有 有 限 个 和 -位 (X-stelle)， 
即 函 数 在 这 些 位 上 取 值 , 它们 就 是 点 组 CA 的 点 . 当 入 变动 , 此 点 组 跑 遍 线性 系 
|Cal. 

现在 我 们 转 到 一 般 情况 , 这 时 线性 系 C4 是 由 形式 系 


和 oOZo 十 和 All 十 …: 十 Xrmyr 一 0 (7.2.4) 


定义 , 首先 我 们 还 是 不 讨论 M 上 使 所 有 玉 为 零 的 点 ; 于 是 特别 的 不 去 研究 由 
(7.2.4) 定义 的 线性 系 的 固定 部 分 . 

现在 如 果 对 M 上 一 点 m, 我 们 来 确定 元 素 CA 含有 7 的 条 件 , 则 可 以 得 出 一 个 
对 于 Xo, Xi … ,入 的 线性 方程 


MFo(n) FAR + + NEN) =0. (7.2.5) 
这 个 线性 方程 的 系数 可 被 理解 为 空间 5; 的 一 个 点 7: 


特别 是 当 了 是 M 的 一 般 点 时 , 式 (7.2.6) 有 意义 , 并 且 因为 通过 M 的 一 般 点 的 映 
射 可 以 完全 确定 一 个 有 理 映 射 , 于 是 (7.2.6) 定义 了 一 个 M 到 Sr 中 的 有 理 映射 . 

为 了 从 计算 上 确定 这 个 映射 , 必须 知道 形式 页，… , . 但 是 对 从 几何 上 来 确 
定 这 个 映射 来 说 , 能 知道 每 个 和 的 流 形 CA 就 足够 了 . 因为 这 时 对 每 个 一 般 点 了 可 
以 用 C 包含 7 来 确定 和 的 线性 条 件 . 根据 87.1 定理 7.1.3, 为 了 确定 CA, 知道 线 
性 系 的 一 般 元 素 (allgemeinen elemente der linearen schar)C4 已 经 足够 , 于 是 得 出 : 

如 果 两 个 线性 系 的 一 般 元 素 去 掉 固 定 部 分 后 互相 重合 , 则 这 两 个 线性 系 定义 了 
同一 映射 . 

这 个 定理 的 逆 也 成 立 : 如 果 两 个 线性 系 定义 了 同样 的 M 到 SA 的 映射 , 则 除 
固定 部 分 外 , 互相 重合 . 

证 明 ” 设 两 个 线性 系 是 通过 


AoE0 十 …: 十 XrFyr = 0, (7.2.7) 


XoGo 十 … 十 NG =0 (7.2.8) 
给 出 , M 的 一 般 点 & 所 对 应 的 像 点 


6 =F(€), &€ = G;(é) 
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应 该 重合 , 即 应 有 
Fo(€) : Fi(€) :i : Fr(€) = Go(é) : G1(€) :11 : Gr(é), 


或 者 , 同样 有 
FOE)G3(é€) — Go FG(E) =0 (j= 1 ,7). 


这 个 方程 对 M 的 一 般 点 成 立 , 从 而 对 M 上 每 一 个 点 都 成 立 : 
矶 Gj -Go 万 =0 在 M 上 . (7.2.9) 


现在 分 别 以 Go, 乘 方程 (7.2.7), (7.2.8), 则 线性 系 仅 改 变 固定 部 分 , 这 样 就 得 出 ; 


MoGoFo + AGoFi + + MrGoF; = 0, (7.2.10) 
MoFoGo 十 和 IFoGC1 十 …: 十 XrFoGy = 0. (7.2.11 ) 
由 于 (7.2.9)、(7.2.10) 与 (7.2.11) 与 M 有 同样 的 交 , 即 两 线性 系 除 固定 部 分 外 互相 
重合 . 口 


除 掉 线性 组 合 和 oo 十 …+ 入 万 不 能 在 整个 M 上 为 零 这 一 条 件 外 , (7.2.4) 中 
相同 次 数 的 形式 所 ,:… , 瓦 的 选取 完全 是 任意 的 . 上 述 条 件 对 映射 (7.2.6) 来 说 , 就 
是 在 my 之 间 不 存在 具有 常 系数 的 线性 方程 , 或 者 说 , 像 流 形 不 含 在 5; 的 一 个 真 线 
性 子 空间 中 . 我 们 可 以 把 到 目前 为 止 所 证 明 的 综合 成 定理 : 

每 一 个 M 到 5 中 的 有 理 映射 , 如 果 其 像 流 形 M' 不 含 在 5S; 的 一 个 真 线性 子 
空间 中 , 唯一 对 应 于 M 上 一 个 线性 系 , 反之 亦 然 . 

映射 (7.2.6) 不 必 一 定 是 双 有 理 的 , 它 甚至 可 以 将 M 映射 成 一 个 维 数 较 低 的 像 
流 形 . 如 > = 0, 则 就 是 平庸 映射 : 它 把 M 映 为 一 个 点 50. 

如 果 两 个 流 形 Mi 和 M2 互相 双 有 理 对 应 , 则 Mi 的 每 一 个 有 理 映 射 对 应 于 
M2 的 一 个 有 理 映射 , 反 过 来 也 对 . 因为 现在 有 理 映 射 联系 着 线性 系 , 于 是 得 出 : 

Mi 上 每 一 个 没有 固定 部 分 的 线性 系 一 一 对 应 着 M2 上 的 一 个 同样 的 线性 系 . 

这 个 一 一 对 应 不 能 延伸 到 固定 部 分 上 . 例如 , 设 Mi 是 有 二 重点 的 三 次 曲线 ， 
M2 是 一 条 直线 , 则 通过 从 二 重点 出 发 的 投影 可 将 Mi 有 理 地 映射 到 M。 上 , 此 时 
二 重点 自身 对 应 于 M。 上 两 个 不 同 点 . 因此 , 二 重点 可 作为 一 个 线性 系 的 固定 点 出 
现 , 所 以 不 能 知道 , 在 M。 上 哪个 点 对 应 于 它 . 为 了 使 变换 为 一 一 对 应 , 必须 将 Mi 
上 的 多 重点 首先 分 解 到 各 个 分 支 上 并 且 随 之 不 谈 Mi 的 点 而 谈 Mi 的 分 支 . 相应 
的 也 可 以 将 d 维 流 形 的 d - 1 维 奇异 子 流 形 分 解 为 若干 “ 叶 (blitter)”, 我 们 以 后 
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再 去 讨论 线性 系 的 概念 的 这 种 修正 , 暂时 仍 把 流 形 M 看 作 以 前 所 认为 的 那样 , 从 
而 双 有 理 变 换 仅 对 没有 固定 部 分 的 线性 系 方 能 定义 . 
练 习 7.2 

1. 设 将 Mi 有 理 映射 到 M2 上 , 则 M2 上 每 一 个 没有 固定 部 分 的 线性 系 唯一 对 应 Mi 上 一 
个 同样 性 质 的 线性 系 . 

2. 设 在 练习 7.2 题 1 中 的 M2 上 线性 系 是 由 形式 系 》, 和 Fi 交 出 , M1 到 M2 上 的 有 理 
对 应 是 由 6 = oj(6) 定义 , 则 通过 将 形式 》、 Xs Fs 中 的 变量 换 成 形式 pj, 就 得 到 M 上 对 应 
的 线性 系 . 

3. 什么 线性 系 联系 着 M 的 由 子 空间 Sx_1 出 发 到 S。_ kx 上 的 投影 ? 

4. 平面 的 什么 样 的 映射 联系 着 有 三 个 基点 的 二 次 曲线 网 ?( 试 选 这 三 个 基点 为 坐标 三 角形 的 
顶点 .) 

线性 系 (7.2.4) 的 一 个 元 素 CA 在 映射 (7.2.6) 下 对 应 于 M' 和 坐标 为 和 0,… ,入 
的 超 平面 的 交 ; 因为 从 (7.2.5) 和 (7.2.6) 便 得 到 


Xo7f1 十 Xi7f 十 … 十 Xr7/ 一 0. (7.2.12) 


我 们 现在 要 来 研究 当 补 上 能 使 而 (7) = 互 (7) =.…= 瓦 (7) =0 的 点 7 时 CC、 
上 的 点 与 超 平 面 和 的 点 之 间 的 对 应 在 很 大 程度 上 仍 有 效 . 一 个 这 种 点 7 在 该 对 应 
下 可 能 对 应 着 几 个 像 点 %, 现在 将 断言 : 

如 果 九 位 于 CA 上 , 则 其 对 应 点 中 至 少 有 一 点 7 在 超 平面 (7.2.12) 上 , 反 过 来 ， 
如 果 一 个 7 在 超 平 面 (7.2.12) 中 , 则 7 必 位 于 C、 上 . 

证 明 ”为 此 我 们 研究 以 点 对 (m,”7) 为 映射 的 一 方 , 过 点 wy 的 超 平面 和 为 为 一 
方 的 不 可 约 对 应 . 这 个 对 应 即 (n,m) 是 映射 的 点 对 以 及 和 过”, 由 方程 (7.2.12) 来 
表达 . 对 应 的 一 个 一 般 点 对 , 或 更 恰当 的 , 一 个 一 般 三 点 组 (&,E', 入 ) 是 这 样 得 到 的 ， 
其 中 (&,E') 是 有 理 上 映射 的 一 般 点 对 , 入 是 过 # 的 一 般 超 平面 . X* 正 是 在 87.1 中 
所 定义 的 . 设 (m,”) 是 一 个 映射 点 对 , 入 是 过 7 的 超 平面 , 则 (wm,”, 入 ) 是 (&,&, 入 *) 
的 特殊 化 , 从 而 (m, A) 是 (&, 入 ) 的 特殊 化 . 由 8$7.1 定理 7.1.6 得 出 了 是 CA 的 氮 ， 
反 过 来 , 设 7 是 C0、 的 点 , 则 (7 NA) 是 (€, 入) 的 特殊 化 , 因而 可 以 扩充 为 (&, ,入 *) 
的 一 个 特殊 化 (7,7, 入, 即 存 在 点 wy, 它 是 7 的 像 点 且 位 于 超 平面 和 中 , 于 是 定理 
完全 得 证 . 口 

从 上 面 所 证 明 的 定理 可 以 得 到 一 个 值得 注意 的 推论 , 如 果 M 的 一 点 四 在 有 
理 对 应 下 它 所 对 应 的 点 至 少 是 7 点 的 一 维 流 形 ， 称 为 映射 的 基本 点 (fundamen- 
talpunkte). 于 是 若 7 是 基本 点 , 则 像 空间 中 的 每 一 个 超 平面 至 少 含有 一 7 的 对 应 
点 m/, 因此 7 位 于 所 有 流 形 CA 上 . 反之 , 如 果 在 所 有 的 CA 上 , 则 像 空 间 中 的 每 
一 超 平面 至 少 含 一 对 应 的 点 , 于 是 这 些 点 7 就 形成 像 空间 的 一 个 至 少 是 一 维 的 
流 形 . 因此 : 
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有 理 映射 的 基本 点 正 是 M 上 这 种 点 , 它 是 此 映射 所 联系 的 线性 系 的 所 有 流 形 
的 公共 点 . 

如 条 M 是 曲线 , 则 它 不 具有 基本 点 , 因为 点 组 CA 没有 公共 部 分 , 在 曲面 的 情 
形 束 可 能 存在 有 限 个 基本 点 . 例如 , 在 $3.10 中 所 研究 的 二 次 Cremona 变换 就 有 三 
个 基本 点 . 

对 有 理 对 应 (正如 对 所 有 不 可 约 的 对 应 ) 个 数 守恒 原理 , 在 这 种 情况 下 表现 为 


d=d 十 e， 


此 处 gg 和 凡是 M 和 AM' 的 维 数 , e 是 M 上 的 一 个 子 流 形 的 维 数 , 这 个 子 流 形 是 
映射 为 M' 的 一 般 点 和 的 . 这 个 子 流 形 可 这 样 得 出 : 取 M 的 一 个 一 般 点 £ 并 求 
出 线性 系 |C4| 中 过 & 的 所 有 流 形 . 设 这 些 流 形 的 交 是 EE, 则 巨 是 由 两 部 分 B0 和 
Ee 组 成 . 其 中 Eo 与 无关, 它 的 点 是 映射 的 基本 点 ; Be 是 含有 & 且 在 域 K(E') 上 
不 可 约 , 它 的 点 具有 公共 的 像 点 6. Eo 可 能 是 空 的 , 也 可 能 整个 或 部 分 含 于 Ee 中 ， 
Ee 显然 非 空 , 因为 它 含 有 &. 

证 明 如果 7 属于 一 , 则 所 有 过 & 的 CA 也 过 小 这 些 C\ 对 应 着 过 上 的 超 平 
面 . 于 是 所 有 过 &’' 的 超 平面 至 少 要 含有 7 的 一 个 像 点 wy, 这 只 可 能 是 下 面 的 两 种 
情况 : 或 者 7 的 像 点 至 少 形 成 一 条 曲线 ( 即 当 7 为 基本 点 ); 或 者 7 的 有 限 个 像 点 
中 有 一 个 与 & 重合 . 这 个 结论 可 以 逐 字 逐 句 反 过 来 , 因而 EE 恰好 是 由 映射 的 基本 
扩 和 以 & 作为 像 点 的 点 组 成 . 基本 点 构成 一 固定 的 代数 流 形 Eo; 而 根据 85.2 以 & 
作 像 点 的 点 构成 对 域 K(E') 的 不 可 约 流 形 Ee. 

Ee 的 维 数 在 上 面 用 数 e 来 记 . 如 果 e = 0, 则 qd = d, 且 Ee 由 有 限 个 点 构成 . 
设 其 个 数 为 8, 于 是 我 们 就 有 一 个 M 到 M' 上 的 (8,1) 映射 . 车 6 = 1, 则 是 (1,1) 
映射 , 于 是 是 双 有 理 的 . 

当 Ec 仅 由 一 个 点 构成 , 因而 当 含 有 给 定 一 般 点 的 线性 系 的 元 素 CA 除 上 外 
仅 有 系 的 基点 彼此 公共 , 则 称 系 |Ca| 为 简单 的 (einfach), 在 另外 的 情形 , 即 当 这 些 
过 & 的 C、 还 有 其 他 ( 非 基点 ) 彼此 公共 , 这 些 点 构成 一 个 流 形 Ee, 则 称 这 个 线性 
系 |C4| 为 复合 的 . 而且 都 是 由 以 Ee 作为 一 般 元 的 不 可 约 流 形 系统 |Ee| 复合 而 
成 的 . 口 

于 是 得 到 : 线性 系 所 联系 的 有 理 映 射 是 双 有 理 的 ， 当 且 仅 当 这 个 系 是 简单 的 . 

此 外 还 要 提 及 , 在 e = 0 的 情形 , 如 果 流 形 及 是 点 组 , 不 可 约 系统 | 及 | 被 称 
作 是 一 个 对 合 (involution). 


练 习 7.2 


5. 对 合 也 可 定义 为 M 上 一 个 由 一 些 零 维 流 形 (无 序 点 组 ) 这 样 组 成 的 代数 系统 , 使 得 M 
上 一 个 一 般 点 恰好 属于 这 个 系统 中 一 个 元 素 . 


87.3 ”线性 系 在 M 的 简单 点 处 的 行为 


本 节 完 全 以 下 述 定 理 为 基础 . 

定理 7.3.1 在 M 的 一 个 有 理 映 射 下 ,，M 的 一 个 大 重点 ,如 果 不 是 基本 点 ， 则 
至 多 有 有 个 像 点 . 

证 明 ”因为 基本 点 所 组 成 的 流 形 维 数 小 于 d, 且 & 重点 P 不 是 基本 点 , 因此 
可 过 此 重点 P 作 一 个 一 般 线 性 空间 S。。u, 它 与 基本 点 所 组 成 的 流 形 不 相交 , 于 
是 5,_4a 与 M 的 交 不 含有 基本 点 . 

设 一 个 一 般 的 S* ， 和 M 的 交点 是 Qi1,… ,Qy 它们 是 M 的 一 般 点 . 于 是 在 
映射 下 , 有 唯一 确定 的 像 点 Q1,…… , 在 特殊 化 5*_ ,一 Sn_a 下 , 点 Q1,… ,Qy， 
Q@1,… ,@' 保持 关系 不 变 地 转变 为 点 户 ,… , P,，P1,… ,已 . 因为 (Bw, Qs) 是 映 
射 的 点 对 , 则 (PP')(z = 1,… ,g) 亦 然 . P,… ,P 是 5%_a 和 M 的 交点 , 每 一 个 
要 按照 其 重 数 计算 . 因为 P 是 重点, 因此 我 们 可 以 假定 已 = 严 =…= 肥 = 性， 
且 其 他 及 ,PP 己 . 如 果 我 们 还 能 证 明 P 的 所 有 像 点 都 已 在 PI,… ,天 中 
出 现 , 则 由 此 就 能 推断 已 至 多 只 有 大 个 像 点 . 

点 对 (已 , P') 是 按 86.1 意义 的 一 个 正规 问题 地 解 : 此 正规 问题 的 方程 表明 操 
对 (P,P) 属于 该 映射 而 且 PP 属于 5,,_a. 对 一 般 5*_,, 而 不 是 5%_a, 则 此 问题 
正好 有 解 (QQ'),(z = 1,… ,9), 并 且 此 问题 在 特殊 化 S*_v 一 Sn-_a 仅 有 有 限 个 
解 ; 因为 5;,_a 和 M 的 交点 已 仅 有 有 限 个 像 点 . 于 是 根据 86.1 的 主要 定理 可 以 知 
道 , 特殊 解 (已 , P') 除 次 序 之 外 是 唯一 确定 的 . 另外 , S。a 和 点 对 (P,P') 之 间 的 
对 应 是 不 可 约 的 . 因为 可 以 得 到 这 个 对 应 的 一 般 元 素 , 具体 办 法 就 是 从 映射 的 一 般 
点 对 (R, R') 出 发 并 过 R 作 那 个 最 一 般 的 空间 5;_a. 仍然 根据 关于 重 数 的 主要 定 
理 , 满足 此 正规 问题 的 方程 的 每 一 对 (P,P') 至 少 在 序列 ( 己 , 已 ) 中 出 现 一 次 . 特 
别 是 当 P 是 开头 所 记 的 重点 , P' 是 其 像 点 之 一 时 , 上 述 断 言 也 成 立 . 于 是 P' 等 
于 茶 一 个 已 . 

我 们 还 要 证 明 : v 是 数 1,2,… ,之 一 而 不 是 十 1,… ,g 之 一 . 如 铬 不 然 , 则 
有 P', 它 还 是 M 与 5,_a 除了 外 的 另 一 些 交点 P41,… ,Py 中 茶 一 个 的 像 点 . 但 
这 是 不 可 能 的 , 因为 M 上 每 个 以 P' 为 像 点 的 点 构成 一 小 于 d 维 的 子 流 形 , 它 不 能 
与 过 P 的 一 般 空间 5,,_a 再 有 其 他 交点 . 口 

定理 7.3.1 的 一 个 特殊 情形 是 : M 上 一 个 简单 点 ,如果 不是 映射 的 基本 点 ， 则 
恰好 只 有 一 个 像 点 . 在 此 特殊 情形 的 讨论 基础 上 , 有 如 下 定理 . 

定理 7.3.2 M 上 7 维 有 效 线性 系 中 那些 含 M 上 一 给 定 简单 点 忆 的 流 形 构 
成 一 7 一 1 维 的 线性 子 系 , 如 果 忆 不 属于 系 中 所 有 流 形 的 话 . 

证 明 ”我 们 可 以 去 掉 此 线性 系 的 固定 成 分 , 所 以 这 个 线性 系 联系 看 一 个 M 到 
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9r 中 的 有 理 映射 只 要 PP 不 是 基本 点 , 则 由 定理 7.3.1, P 只 对 应 着 一 个 像 点 P'. 
根据 87.2, 线性 系 的 元 素 对 应 着 5, 的 超 平面 ; 特别 地 , 含 P 的 元 素 对 应 着 过 PP 
的 超 平面 . 但 是 “过 已” 意味 着 对 系 参 数 A0,… , X* 的 一 个 线性 条 件 . 于 是 证 明了 
断言 . 口 
注释 ”正如 下 面 例子 表明 的 那样 , P 是 简单 点 的 假定 很 重要 . 若 PP 是 上 重点 ， 

则 可 以 同样 证 明 ; 系 中 过 忆 的 元 素 至 多 构成 kk 个 7 一 1 维 线性 子 系 . 
例 7.3.1 设 M 是 四 阶 平面 曲线 , 具有 一 个 
节点 D. 过 DD 的 直线 除了 相交 于 计算 两 次 的 点 DD 
外 还 交 出 一 个 点 对 的 线性 系 , 固定 一 个 与 DD 不 同 的 


点 P, 则 得 到 系 中 唯一 的 一 个 含 忆 的 点 对 , 但 如 果 
~ 固定 D 本 身 , 则 得 到 两 个 不 同 点 的 对 , 它们 对 应 着 
D D 点 的 两 条 切线 . 
将 定理 7.3.2 应 用 大 次 , 就 得 到 | 
如 果 任 意 取 定 一 些 M 的 简单 点 已 ,…… ,应 , 则 M 上 一 个 有 效 线 性 系 中 所 有 含 


这 些 点 的 元 素 构成 m 维 的 线性 子 系 , 其 中 
7 六 一 天 入 人 区 


(在 有 >7 的 情形 , 此 子 系 也 就 为 空 ). 

由 此 还 可 以 导出 如 下 定理 . 

定理 7.3.3 如果 在 M 上 任意 取 定 不 可 约 d 一 1 维 流 形 五 ,…… ,有 到 ,它们 不 
是 完全 由 M 的 多 重点 构成 , 则 M 上 一 个 7 维 线性 系 中 那些 以 任意 给 定 的 重 数 
51,"… ,Sk 含有 下 ,… ,Fi 的 元 素 ( 即 含有 si 十 … 十 sp 的 元 素 ) 构成 线性 子 
系 (也 可 能 是 空 的 ). 

证 了 明 对 7 十 si 十 … 十 sp 用 完全 归纳 法 . sl = .… = s = 0 是 一 般 情况 . 
设 si > 0. 如 果 系 中 任 一 元 素 都 含有 玉 作为 固定 成 分 则 我 们 去 掉 这 一 固定 成 
分 , 仍然 得 到 ” 维 的 线性 系 . 我 们 再 在 其 中 求 这 样 一 个 元 素 , 它 含有 分 别 带 重 数 
51 一 1,s2,… ,Sk 的 所 ,… ,Fi. 根据 归纳 法 的 假定 , 这 些 元 素 构 成 一 线性 子 系 . 我 
们 可 以 再 把 固定 成 分 五 添加 上 去 . 

如 果 五 不 是 线性 系 的 固定 成 分 , 则 我 们 在 页 上 选取 一 点 P, 它 既 不 是 系 的 基 
点 又 不 是 M 的 多 重点 , 则 系 中 所 有 含 P 的 元 素 构成 一 个 > - 1 维 子 系 . 根据 归纳 
法 假定 ; 这 个 子 系 中 所 有 含 si 十 … 十 sk 及 的 元 素 仍然 构成 一 个 线性 子 系 . 于 是 
在 这 种 情况 下 我 们 也 证 明了 断言 . 口 

定理 7.3.3 对 由 虚拟 流 形 组 成 的 线性 系 也 成 立 , 因为 能 够 通过 加 上 固定 部 分 使 
它 成 为 有 效 的 线性 系 , 这 时 将 给 定 的 重 数 由 si, s2,:…… ,sk 作 相 应 的 提高 . 特别 得 出 
如 下 定理 . 


87.4 将 曲线 变 成 没有 重点 的 曲线 . 位 和 除 子 . 173 . 


定理 7.3.4 在 一 个 虚拟 流 形 的 线性 系 中 的 有 效 流 形 如 果 存 在 一 一 构 
成 一 线性 子 系 , 假定 没有 具有 负重 数 的 固定 部 分 是 完全 由 重点 组 成 的 话 . 

在 同样 的 假定 下 , 还 可 以 推出 : 

一 个 7 维 线 性 系 中 , 如 果 有 7 十 1 个 线性 无 关 的 元 素 是 有 效 的 ,， 则 这 个 系 的 元 
素 都 是 有 效 的 . 

从 所 有 这 些 定理 可 以 看 到 , 线性 系 在 代数 流 形 的 简单 点 处 较 之 多 重点 处 表现 出 
许多 合理 和 简单 的 行为 . 如 果 通 过 双 有 理 变换 将 代数 流 形 化 为 没有 多 重点 的 代数 流 
形 能 够 成 功 , 这 对 线性 系 的 研究 有 很 大 的 好 处 . 在 以 下 几 节 中 , 我 们 要 至 少 对 曲线 
的 情形 来 完成 这 一 工作 . 


87.4 将 曲线 变 成 没有 重点 的 曲线 . 位 和 除 子 


曲线 上 , 点 组 的 线性 系 的 次 数理 解 为 构成 每 个 点 组 的 点 的 个 数 , 如 果 线 性 系 的 
次 数 是 m, 维 数 是 7, 根据 87.1 定理 7.1.2 的 推论 , 成 立 不 等 式 


r< m. (7.4.1) 


对 于 复合 系 (在 87.2 的 意义 下 ) 甚至 还 成 立 更 强 的 不 等 式 . 令 此 复合 系 的 一 个 
一 般 点 为 固定 , 则 由 复合 系 的 定义 , 同时 及 个 点 保持 固定 , 此 处 大 > 2; 然后 再 取 
第 2 个, …, 第 7 个 一 般 点 固定 (参见 87.1 定理 7.1.2), 则 每 次 都 保持 大 个 点 固 定 . 
由 此 得 到 不 等 式 


rk < ‘m, 


由 于 有 > 2, 就 有 


27 < m. 


虽然 我 们 以 下 用 不 着 , 但 是 我 们 在 这 里 还 是 注 明 一 下 : 式 (7.4.1) 等 号 仅 当 曲 
线 能 在 双 有 理 变 换 映射 为 一 直线 时 方 能 成 立 . 如 果 正 是 7 = m, 则 可 以 将 线性 系 的 
维 数 降 去 m 一 1, 办 法 就 是 应 用 87.1 定理 7.1.2 的 证 明 中 所 应 用 的 方法 , 固定 m 一 1 
个 一 般 点 , 则 得 到 恰好 有 一 个 变动 点 的 一 维 线性 系 . 这 个 线性 系 把 此 曲线 双 有 理 地 
映 到 一 条 直线 上 . 
每 一 代数 曲线 可 以 通过 双 有 理 变 换 , 亦 即 通过 射影 , 化 为 平面 曲线 (参见 $84.4). 
如 果 我 们 提出 将 任 一 代数 曲线 双 有 理 地 化 到 无 多 重点 的 代数 曲线 这 一 问题 , 则 我 们 
这 时 可 以 只 限于 平面 曲线 的 情形 . 
设 是 一 n 次 平面 曲线 , 则 一 n 一 2 次 曲线 在 三 上 交 出 一 维 数 为 
n—2)(n+l 
| 人 ) 
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和 次 数 为 


m= (n—2)n 
的 线性 系 . 因为 存在 ( » 二 7 十 1 条 线性 无 关 的 n 一 2 次 曲线 , 并 且 按 照 Bezout 
定理 , 每 一 条 与 卫 交 出 (n - 2)mn 个 点 . 因而 对 这 个 线性 系 还 成 立 
27 >m. (7.4.2) 


由 此 就 推出 , 此 线性 系 不 能 是 复合 的 . 因而 它 将 双 有 理 地 映射 到 空间 5, 中 
的 像 曲线 九 . 这 个 系 的 点 组 将 由 像 曲线 与 空间 5; 的 超 平面 交 出 . 

如 采 现 在 曲线 具有 一 个 多 重点 已 , 则 我 们 讨论 所 有 含 P 点 的 超 平面 所 交 
出 的 7 一 1 维 子 系 . 从 这 个 子 系 的 点 组 中 我 们 可 以 去 掉 固定 点 P, 只 要 它 在 所 有 点 
组 中 出 现 . 因为 P 是 的 多 重点 , 所 以 它 在 每 一 个 含 它 的 点 组 中 至 少 出 现 两 次 . 
于 是 这 个 子 系 在 去 掉 固定 点 P 后 次 数 至 少 减 2. 不 等 式 (7.4.2) 当 转 到 此 子 系 时 依 
然 保持 , 因为 左 端 减 2, 而 右 端 至 少 减 2. 

现在 我 们 反复 这 样 作 , 使 7 一 直 减 少 到 1, 只 要 这 样 做 是 可 能 , 即 只 要 每 次 与 
线性 系 联系 的 像 曲线 仍 含有 多 重点 , 这 个 过 程 必须 有 一 次 终了 , 因为 m 不 断 减 少 
但 不 能 达到 mm = 0; 因为 如 果 m = 0, 则 由 (7.4.2) 仍然 由 > 0, 这 与 一 般 成 立 的 不 
等 式 (7.4.1) 矛盾 . 如 果 现 在 这 个 过 程 已 经 终了 , 则 我 们 就 有 一 个 线性 子 系 , 它 把 
双 有 理 地 映射 到 一 射影 空间 中 没有 重点 的 像 曲线 . 

于 是 证 明了 : 

每 条 代数 曲线 可 以 通过 双 有 理 变 换 转化 为 没有 多 重点 的 曲线 . 

每 一 条 这 种 没有 多 重点 , 且 有 双 有 理 地 映 到 其 上 的 曲线 rT' 称 为 曲线 六 的 一 
个 非 奇 模型 (singularititenfreies modell). 两 个 这 种 模型 ,IT"' 自然 彼此 双 有 理 对 
应 , 而 且 这 个 对 应 是 无 例外 地 一 一 对 应 的 ; 书 的 每 一 点 对 应 于 7 上 唯一 一 点 , 反 
之 亦 然 (根据 87.3 定理 7.3.1). 而 到 Tr 的 映射 仅 在 反方 向 上 是 无 例外 地 唯一 的 . 
"的 每 个 点 对 应 着 也 的 唯一 一 点 , 但 卫 的 一 个 多 重点 可 能 对 应 着 T' 的 几 个 点 . 

曲线 了 的 位 (stelle der kurve) 理 解 为 上 的 一 点 P 连同 P 在 一 固定 非 奇 模 
型 六 上 的 一 个 像 点 已. 此 处 以 什么 模型 (有 或 7”) 作为 基础 是 无 关 紧 要 的 , 因为 
和 了 I” 的 点 一 一 对 应 着 , 如 果 上 述 的 已 是 一 个 简单 点 , 则 给 定 P 自身 就 确定 了 
位 ; 因为 也 的 简单 点 已 在 T' 上 仅 有 一 个 像 点 P'. 研 的 一 个 天 重点 可 能 对 应 着 几 
个 (并 且 根 据 87.3 定理 7.3.1, 至 多 个 ) 位 . 

位 的 概念 (与 点 的 概念 对 比 ) 是 双 有 理 不 变 的 ; 设 和 互相 有 理 映射 ， 则 
的 每 一 个 位 一 一 对 应 着 的 一 个 位 .因为 对 和 用 可 以 使 用 同一 非 奇 模型 
夏 . 研 的 每 个 位 对 应 着 的 一 个 点 , 而 T' 的 每 个 点 又 对 应 着 刀 的 一 个 位 . 

在 代数 曲线 上 的 线性 系 理论 中 , 今后 我 们 将 不 再 以 的 点 而 是 以 位 作为 基础 


87.4 将 曲线 变 成 没有 重点 的 曲线 . 位 和 除 子 . 175 ， 


由 此 , 这 个 理论 就 有 对 双 有 理 变 换 不 变 的 特征 .一 个 线性 系 的 元 素 今后 也 不 是 . 
到 目前 为 止 , 还 是 这 样 : 当 作 一 组 带 有 重 数 的 点 , 而 是 作为 一 组 带 有 重 数 的 位 . 这 
种 带 有 ( 正 或 负 的 ) 重 数 的 位 的 组 也 称 为 除 子 (divisoren). 如 果 所 有 的 重 数 > 0, 则 
也 称 作 有 效 (或 整 ) 除 子 (effektiven divisor). 

为 了 得 出 一 个 线性 系 中 出 现 的 除 子 的 位 的 重 数 , 我 们 这 样 来 做 : 从 此 前 意义 下 
的 一 般 点 组 C4( 同 样 也 去 掉 所 有 固定 点 ) 出 发 , Cu 的 点 全 都 是 T 的 一 般 后 , 从 而 
不 是 多 重点 . 它们 唯一 地 对 应 着 确定 的 位 . 根据 87.1, 从 一 般 点 组 Ch 通过 特殊 化 
可 以 产生 系 的 每 一 个 点 组 C、. 现在 不 仅 对 三 的 点 , 同时 也 对 它们 所 对 应 的 7" 的 
点 取 特 殊 化 , 于 是 就 得 到 厂 上 点 连同 其 在 T' 上 的 像 点 的 唯一 确定 的 组 , 也 就 是 得 
到 了 以 上 所 讨论 点 组 上 CA 所 对 应 的 唯一 确定 的 除 子 . 现在 对 这 样 得 到 的 除 子 加 上 
任意 一 个 固定 的 除 子 , 这 样 就 得 到 厂 上 的 一 般 线 性 除 子 系 (lineare divisorenschar). 

这 里 定义 位 的 概念 和 83.5 中 在 完全 不 同 的 方法 上 引入 的 平面 曲线 的 分 支 的 概 
念 在 外 延 上 正好 是 同样 的 . 

这 样 就 有 如 下 定理 . 

定理 7.4.1 平面 代数 曲线 古 的 分 支 与 了 的 位 一 一 对 应 . 

证 明 设 "是 的 一 个 非 奇 模型 ,3 是 荆 的 一 个 分 支 , 这 个 分 文 是 通过 工 
的 一 个 一 般 反 & 的 级 数 展开 


&0 = a0 二 + QIT 二 Qa27? 十.…， 
1 二 bo 二 biIT 十 b27? 十 :…， 


£2 = C0 二 CIT 二 C272 十 …: 


来 定义 的 . 这 个 一 般 点 上 对 应 着 "的 点 &, 的 坐标 是 &0,&1,é2 的 齐 次 整 有 理 函 
数 , 于 是 仍 为 7 的 窘 级 数 , 在 取出 7 的 公共 大作 为 因子 后 , 就 导出 : 


= 7 + oT +r +) (=0,1,.e nn). 


去 掉 因子 六 后 , 6 的 坐标 仍 满足 曲线 T' 的 方程 . 当 以 r = 0 代入 , 这 仍然 正确 ， 
于 是 点 &% 特殊 化 为 有 坐标 o (> = 0,1,… ,n) 的 点 已. 同样 , 对 7 = 0,é 也 得 出 一 
确定 的 点 P, 即 支 3 的 起 始点 . 在 厂 到 六 上 的 双 有 理 变换 中 ， P' 是 PP 的 一 个 像 


@ 如 果 仅 仅 考虑 在 非 奇 模型 上 的 线性 系 , 则 也 可 以 得 到 同样 是 不 变 的 等 价 的 理论 ; 可 是 对 很 多 目 
的 来 说 , 能 就 任意 曲线 来 讨论 是 有 益 的 , 于 是 必须 代替 点 而 讨论 上 述 的 位 . 

@) 除 子 一 词 是 从 代数 函数 的 Dedekind-Weber 的 算术 理论 中 取 来 的 , 这 个 理论 和 几何 理论 在 结果 上 是 
完全 一 致 的 , 这 里 称 为 点 组 或 除 子 的 和 或 差 在 那里 称 作 积 或 商 . 这 就 是 为 什么 用 除 子 这 个 名 词 的 原因 . 请 参 
阅 Bliss 的 书 《 代 数 函 数 》 或 M.Deurimy 的 不 久 就 要 在 本 丛书 中 出 版 的 关于 代数 函数 的 著作 . Dedekind 
和 Weber 的 原创 性 工作 可 在 J. reineangew. Math( 纯 粹 与 应 用 数学 杂志 ) Bd.92(1882) S.181~290 中 找 
到 . , 
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反 . 因为 对 (&,&') 成 立 的 映射 的 方程 , 代入 7 = 0 也 保持 成 立 . 点 对 (PP') 于 是 定 
义 了 械 的 一 个 位 , 即 荆 的 每 一 分 支 3 唯一 对 应 着 一 个 确定 的 位 . 

我 们 还 要 证 明 , 在 这 个 对 应 的 方式 下 , 包含 了 的 全 部 位 , 而 且 每 一 个 恰好 被 
对 应 一 次 . 设 (P,P') 是 的 一 个 确定 的 位 . 我 们 现在 希望 通过 射影 把 5 变换 到 
一 条 平面 曲线 帮 , 并 且 使 得 简单 点 P' 在 射影 下 仍 变 为 六 的 一 个 简单 点 P. 为 了 
这 个 目的 , 我 们 过 P' 作 子 空间 5,,_1, 它 与 7 在 P' 简单 相交 , 在 5,_1 中 作 5,,_。， 
它 除 掉 P' 外 不 再 包含 其 他 5,_1 与 T' 的 交点 . 最 后 我 们 在 S,,_。 中 选 一 不 过 PP 
的 5%_s, 并 且 从 5。_s 把 曲线 投射 到 一 个 平面 5。 上 , 这 样 就 得 出 一 条 曲线 万. 
现在 可 以 很 简单 地 看 出 , 这 个 射影 联系 着 T' 到 夏 上 的 双 有 理 变 换 . 在 此 变换 下 P/ 
变 为 刀 的 一 个 简单 点 已 . 简单 点 已 携带 着 娓 上 的 单一 个 分 支 31. 既然 的 每 
一 个 分 支 3 对 应 着 "的 一 个 点 , 于 是 帮 的 支 分 3 也 对 应 着 书 的 一 点 . 这 一 点 
只 能 是 P', 因为 P' 是 T' 上 在 投影 下 变 到 PP 的 唯一 点 . 

现在 平面 曲线 T 和 本 通过 作 中 介 也 双 有 理 地 相互 映射 ; 则 部 的 每 个 分 
文 31 恰好 对 应 着 本 的 一 个 分 支 3( 见 83.5). 也 就 是 灵 的 点 P 对 应 着 入 的 唯一 分 
支 3, 这 就 是 我 们 要 证 明 的 . 口 

这 个 用 几何 定义 的 位 的 概念 很 适合 扮演 一 直 是 由 (在 级 数 展开 的 基础 上 的 ) 分 
支 的 概念 所 扮演 的 角色 , 其 优点 是 明显 的 . 用 一 组 表示 有 理 映 射 的 闭合 公式 来 代替 
无 穷 级 数 . 位 自身 也 完全 是 对 n 维 空间 中 的 曲线 来 定义 的 . 最 后 , Puiseux 级 数 所 
必须 对 基本 域 的 特征 加 的 限制 条 件 (关于 这 一 点 , 我 们 至 今 尚 未 深入 讨论 过 ), 在 这 
里 完全 可 以 取消 . 

以 前 (83.5) 所 作 的 “ 支 和 曲线 的 相交 重 数 ” 现在 可 借助 于 位 的 概念 给 出 新 的 定义 而 且 可 推 
三 到 ” 维 空间 , 设 也 是 S 中 曲线 , 万 是 交 一 于 已 点 的 超 曲 面 . 点 P 可 以 对 应 着 多 个 位 ; 我 
们 取出 一 个 , 它 是 通过 P 在 非 奇 模型 六 上 的 一 个 像 点 P' 来 定义 的 . 我 们 把 五 嵌入 由 所 有 与 
HH 同 次 的 超 曲面 所 成 的 线性 系 中 , 设 此 线性 系 的 一 般 元 素 是 瑟 *. 这 个 线性 系 在 忆 上 交 出 线性 
系 |C4j, 它 在 "上 的 像 还 是 一 个 线性 系 |C4|. 在 特殊 化 刀 * -~， 万 下 , C 中 一 定 个 数 的 点 移 
入 氮 P, 这 个 数 (根据 定义 ) 是 五 和 T 丁 在 PP 点 的 相交 重 数 . 同时 , 它 也 把 C4 的 一 定 个 数 的 点 
移入 点 P', 此 个 数 称 作 五 和 卫 在 位 (P,P') 处 的 相交 重 数 . 显然 , 瑟 和 荆 在 点 PP 的 总 的 相交 
重 数 等 于 万 和 了 在 属于 PP 的 那些 "上 不 同位 的 相交 重 数 之 和 . 

位 和 除 子 的 概念 不 能 直接 推广 到 d 维 流 形 M 上 , 首先 是 因为 , 对 d > 2, 是 否 
每 个 流 形 都 具有 非 奇 模型 还 成 问题 . 其 次 , 两 个 不 同 的 非 奇 模型 也 无 法 互相 一 一 
映射 ,以 致 位 和 除 子 概念 的 意义 与 使 用 什么 模型 有 关 . 

我 们 今后 在 d > 1 时 , 位 和 除 子 的 概念 只 在 非 奇 流 形 M 的 情形 中 使 用 , 并 且 
这 时 一 个 位 和 一 个 除 子 分 别 理解 作 M 的 一 个 点 和 M 的 一 个 虚 d 一 1 维 子 流 形 , 对 
d= 1 如 果 M 是 非 奇 代数 曲线 , 这 就 与 以 前 定义 的 概念 一 致 , 只 要 选取 M 自身 作 


9 d = 2 情况 的 一 个 证 明 见 Walker R J. Ann. of Math. Bd.36(1935) S.336~365. 
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为 非 奇 模型 . 
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定理 7.5.1 如 果 两 个 M 上 的 线性 系 有 一 公共 元 素 Do, 则 它们 都 含 于 一 更 大 
的 线性 系 (包容 系 (umfassenden schar)) 中 . 
证 明 ” 设 两 线 系 之 一 由 


X0OF0 十 和 IE 十 .…. 十 Arzr 一 0 (7.5.1) 
给 出 , 而 另 一 系 是 由 
HoGo 十 MIG1I 十 :… 十 HsGs =0 (7.5.2) 


给 出 . 在 (7.5.1) 及 (7.5.2) 与 M 的 完全 交 与 N, 上 再 另 加 上 固定 的 虚拟 流 形 4 
及 B 就 得 到 两 线性 系 的 元 素 


DM = A+L, 

E,=B+N,. 

可 以 设 Fo 和 Go 确定 两 线性 系 的 公共 流 形 Do. 于 是 我 们 作 形 式 系 
MFoGo + GoONFI + + NE) + Fo(NMr+riG1 十 十 Xr+sCs)， (7.5.3) 
它 与 M 的 交 再 加 上 固定 流 形 4 + B 一 Do, 则 形式 系 (7.5.3) 所 含有 的 子 系 
Go(Xo Fo + AF + + rE) 
再 加 上 4 + BDo. 正好 交 出 线性 系 |D4| = |4 十 Lal, 同样 其 子 系 
Fo(NGo+ MiiG1+ + MtsGs) 


加 上 4 + BD。o 得 出 线性 系 |B4| = | 了 + Nal. 口 

即使 流 形 M 有 任意 个 奇 点 , 定理 仍然 成 立 , 而 其 真正 意义 还 是 首先 在 于 应 用 
到 非 奇 流 形 上 . 当 流 形 出 现 多 重点 ,而 线性 系 |D4| 和 |E4| 是 由 纯 有 效 流 形 组 成 
包容 系 可 能 含有 带 负 重 数 的 固定 成 分 2. 

Q@ 例如 , 设 M 为 一 4 阶 锥 面 , 它 的 一 条 二 重 直 线 D 具有 分 离 的 切 平面 , 它们 除 D 外 , 还 与 曲线 交 于 
直线 4 和 B. 通过 A 的 平面 , 除了 4 外 还 交 出 一 三 直线 组 的 线性 系 , 通过 B 的 平面 也 如 此 . 这 两 个 线性 
系 共有 一 三 线 组 3D( 将 直线 D 算 三 次 ). 式 (7.5.3) 是 通过 4, B, D 的 二 次 锥 面 的 系 ; 它们 与 M 的 交 再 加 
上 -A 一 B 一 3D 确定 一 由 四 条 有 正 重 数 的 直线 和 一 条 重 数 为 -1 的 直线 D 所 组 成 的 虚拟 曲线 的 线性 系 . 
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但 如 M 没有 多 重点 , 则 根据 87.3 定理 7.3.4, 含 在 包容 系 中 的 有 效 流 形 构成 一 
线性 子 系 , 它 也 包含 给 出 的 两 个 线性 系 . 也 就 导出 如 下 推论 . 
推论 7.5.1 ” 设 在 一 非 奇 流 形 上 两 有 效 线性 系 有 一 公共 元 素 Do, 则 此 两 线性 
系 都 含 在 某 一 有 效 线性 系 中 . 
非 奇 d 维 流 形 M 上 的 两 个 除 子 C 和 称 为 等 价 , 如 果 存 在 一 个 线性 系 , 含 
C 和 为 元 素 . 记 作 
C~D. 


同样 称 代数 曲线 上 的 两 个 除 子 为 等 价 (iquivalent), 如 果 有 一 个 线性 除 子 系 , 包 
含 这 两 个 除 子 . 经 过 转移 到 此 曲线 的 非 奇 模型 之 后 , 这 一 等 价 概念 也 就 变 成 前 面 所 
讲 的 . 注意 到 我 们 在 87.2 中 开头 给 出 的 关于 1 维 线性 系 的 说 明 , 就 可 以 说 : 在 一 代 
数 曲 线 上 的 两 个 除 子 是 等 价 的 , 如 果 它 们 的 差 是 由 一 曲线 上 的 有 理 函 数 的 零点 和 极 
点 构成 , 其 中 零点 具有 正 重 数 , 极点 具有 负重 数 . 

等 价 概念 显然 是 对 称 和 自 反 的 , 根据 定理 7.5.1, 它 也 是 传递 的 : 从 C ~ DD 
和 D ~ 互 导 出 C ~ EB. 于 是 可 以 把 与 一 除 子 等 价 的 所 有 除 子 并 成 一 个 除 子 类 
(divisorenklasse). 

从 C~ DD 导出 C+EE~ D+E. 于 是 可 以 作 两 个 除 子 类 的 和 只 要 在 每 个 等 
价 类 中 分 别 取 出 一 个 除 子 相 加 , C 十 已 所 决定 的 类 与 除 子 C 和 五 的 选取 无 关 .在 这 
种 加 法 下 , 除 子 类 构成 Abel 群 . 

现在 我 们 讨论 含 在 一 个 类 中 的 有 效 或 整除 子 . 容易 证 明 , 含有 一 预先 给 定 的 除 
子 D 的 有 效 除 子 的 线性 系 的 维 数 是 有 界 的 2 . 以 后 我 们 仅 在 曲线 情形 下 应 用 这 个 
定理 , 但 在 这 种 情形 下 , 它 可 以 立刻 从 87.4 的 不 等 式 (7.4.1) 得 出 . 现在 讨论 含有 事 
先 给 定 的 除 子 D 的 线性 系 中 有 最 大 维 数 者 , 于 是 根据 定理 7.5.1, 这 个 系 含有 所 有 
与 D 等 价 的 有 效 除 子 ; 否则 由 定理 7.5.1 还 可 以 构 作 一 个 包容 系 . 一 个 这 种 极 大 线 
性 系 称 作 完全 系 (vollschar). 于 是 完全 系 是 由 一 给 定 除 子 类 中 所 有 有 效 除 子 组 成 . 
其 维 数 称 为 这 个 类 的 维 数 巴 . 可 能 有 除 子 类 不 含有 有 效 除 子 , 这 时 我 们 令 这 个 类 的 
维 数 等 于 一 1. 

由 有 效 除 子 D 确定 的 完全 系 也 用 |D| 来 记 . 

除 子 EB 对 完全 系 |D| 的 剩余 完全 系 (rest) 理 解 为 所 有 与 D -5 等 价 的 整除 子 
组 成 的 完全 系 , 如 果 有 这 种 除 子 的 话 . 设 下 就 是 这 种 除 子 , 则 


D~ E+rF. 


也 这 个 定理 可 以 由 下 列 事实 得 出 : M 上 所 有 给 定 次 数 的 d 维 流 形 在 85.6 的 意义 下 构成 有 限 维 的 代 
数 系统 . 它 也 可 以 通过 对 d 的 完全 归纳 来 证 明 , 这 时 可 用 一 般 平面 来 交割 M. 

乌 在 算术 理论 中 , 一 个 系 的 维 数 是 理解 作 系 中 线性 无 关 元 素 的 个 数 , 也 就 是 7 十 1. 因此 当 转 到 算术 理 
论 时 , 此 处 所 有 维 数 都 增加 1. 
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因此 , E 对 |D| 的 剩余 完全 系 也 可 以 定义 为 所 有 整除 子 FF 的 集合 , 严 + 瑟 是 完全 系 
的 一 个 除 子 . 

从 第 一 定义 得 到 , 等 价 的 除 子 对 完全 系 |D| 有 同样 的 剩余 完全 系 . 

练 习 7.5 

1. 完成 前 页 脚注 四 所 提示 的 归纳 证 明 . 

2. 非 奇 三 阶 曲线 上 的 两 个 点 组 已 ……… ,P 和 Q1,… ,Qn 等 价 , 当 且 仅 当 9 = h, 以 及 点 
PP 在 83.9 意义 下 的 和 等 于 点 Q 的 和 . 

3. 在 直线 上 , 从 而 也 在 直线 的 双 有 理 像 上 , 相同 次 数 的 除 子 是 等 价 的 . 因此 完全 系 的 维 数 等 
于 此 完全 系 中 一 除 子 的 次 数 , 假定 这 个 次 数 > 0. 


87.6 ”Bertini 定理 


Bertini 第 一 定理 是 关于 代数 曲线 上 点 组 的 线性 系 的 , 它 断 言 : 
定理 7.6.1(Bertini 第 一 定理 ) ”没有 固定 点 的 线性 系 的 一 般 点 组 |C4| 完全 
由 简单 点 组 成 . 
证 明 ”点 组 Ch 十 4 由 超 曲 面 
AoPo+ FI+:.+AF.=0 (7.6.1) 


交 出 , 其 中 40,… ，4 是 不 定 元 . C4 的 点 是 这 些 不 定 元 的 代数 函数 . 设 上 是 C4 
上 一 扩 , 则 & 是 M 的 一 般 点 并 且 有 


AoFo(é) + A1FI(é) + :+ ArF(é) = 0. (7.6.2) 
如 果 一 个 代数 函数 等 于 常数 零 , 则 其 导数 也 是 零 ; 因而 可 将 式 (7.6.2) 对 4, 微 商 ; 
Fy(€) + DO{AoBk Fo(€) AOs Pi(€) + -+ ArOR P(E)} SSE = 0. (7.6.3) 
k J 


现在 设 & 是 曲线 M 和 超 曲 面 (7.6.1) 的 一 个 多 重 交点 . 则 根据 86.3, 点 上 处 的 曲线 
切线 必须 位 于 超 曲 面 (7.6.1) 的 极 超 平面 上 . 但 点 


B84)’ BN’ ~ 31; 
一 定位 于 曲线 的 切线 上 . 于 是 有 
> _{AoOk Fo(é€) + A1OR FI(E) + :+ OuF (OE =0. (7.6.4) 
k 


Q 因为 当 超 曲面 f = 0 包含 该 曲线 , 则 由 f(&) = 0, 通过 微分 即 有 
0f 00 ,bf O01 | Of On _ 
Ot004; 0é104; BOén OA;} 
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从 式 (7.6.3) 和 式 (7.6.4) 得 出 
Fj;(é) 一 (0 (7 一 0,1)…: ,7)， 


因此 (6 是 系 (7.6.1) 的 基点 , 这 与 假定 上 是 完全 由 变动 点 组 构成 的 C4 中 的 一 个 
点 相 矛 盾 . . 口 

从 定理 7.6.1 几乎 可 以 直接 得 出 如 下 定理 . 

定理 7.6.2 没有 固定 部 分 且 由 d 一 1 维 有 效 流 形 构成 的 线性 系 的 一 般 元 素 
Ch 中 不 含有 要 多 重 计 入 的 组 成 部 分 . 

因为 通过 与 一 般 线性 空间 S。 us+1 相交 就 能 归结 为 定理 7.6.1. 

Bertini 第 二 定理 说 明 的 还 要 多 一 些 , 即 一 般 元 素 Ch 中 除去 系 的 基点 及 承载 
流 形 M 的 多 重点 外 完全 没有 重点 存在 . 我 在 这 里 仅仅 证 明定 理 的 下 述 稍微 特殊 一 
点 的 文本 . 

定理 7.6.3 (Bertini 第 二 定理 ) ”线性 系 的 一 般 超 曲面 


AoFo+ A 所 二:… 十 AF.=0 (7.6.5) 


在 M 上 交 出 流 形 Ch, 它 除去 系 (7.6.5) 的 基点 和 M 的 多 重点 外 不 再 具有 重点 . 
证 明 ”我 们 首先 把 任意 线性 系 的 情形 归 到 一 个 束 


的 情形 , 这 时 我 们 把 (7.6.5) 中 的 量 41,… , 省 添加 到 基本 域 中 , 于 是 把 它们 当成 
音量 .如 果 对 束 (7.6.6) 断言 已 经 证 明 , 则 Ch 的 每 个 多 重点 P, 假如 不 是 M 的 
多 重点 , 必须 是 束 (7.6.6) 的 基点 , 即 满 足 方程 而 (P) = 0. 同样 可 以 得 出 五 (P) = 
0,… ,五 (P) = 0, 于 是 PP 就 是 系 (7.6.5) 的 基点 . 
因此 讨论 束 的 情形 已 经 足够 . 记 束 的 一 般 元 素 为 Fi, 它 与 M 的 交 是 C4, 设 
P 是 C4 的 一 个 多 重点 , 且 不 是 束 的 基点 . 以 对 (4, P) 作 一 般 点 对 定义 一 个 不 可 约 
的 对 应 . 束 的 参数 直线 (parametergeraden) 的 一 般 点 4 在 此 对 应 中 对 应 于 点 P' 组 
成 的 b 维 流 形 , P' 是 P 的 特殊 化 , 因而 也 是 Ch 的 多 重点 . 这 时 用 一 般 5,,_。 来 交 
这 个 流 形 , 可 以 把 维 数 b 减 为 0, 而 已 作为 Ch 的 多 重点 的 这 一 性 质 并 不 丢失 , 在 
个 数 原 守 恒 理 
a+b=c++d 
中 现在 以 a = 1,b=0 代入 , 如 果 c = 0,d= 1, 则 像 流 形 的 一 个 点 已 对 应 于 参数 直 


线 的 所 有 oo! 个 点 和 , 与 假定 矛盾 . 这 就 只 可 能 c = 1,d = 0. 对 应 的 像 流 形 是 曲线 
7 . 
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束 中 超 曲 面 在 三 上 交 出 点 组 的 线性 系 , 确切 地 说 一 般 超 曲面 Fi 与 的 交 扣 
中 就 有 点 P. 由 定理 7.6.1, P 是 Pi 和 荆 的 简单 交点 . 定理 7.6.1 的 证 明 另 外 还 指 
出 , 在 P 处 Fi 的 切 空 间 S。1 不 包含 T 的 切线 . 

如 果 现 在 P 是 M 的 简单 点 , 则 M 在 P 处 具 


有 切 空 间 Sg( 参 见 $6.3). 下 在 P 处 的 切线 含 在 S54 了 TSE 
中 . 因为 8。; 不 含有 此 切线 , 所 以 S。; 也 不 含有 \ 

Sg. 于 是 95。1 与 $4 的 交 是 Sy_1. 这 也 就 导出 Fh 

和 MM 的 交流 形 C4 在 P 处 具有 切 空 间 S54_1, 即 P £ 


是 Cu 的 简单 点 , 这 就 与 假定 矛盾 . 于 是 P 不 能 是 
M 的 简单 扩 . 口 

现在 可 以 证 明 下 列 两 个 关于 代数 曲面 M 上 的 
曲线 的 线性 系 的 定理 , 它 可 以 不 费力 地 推广 到 Ma 
上 My_1 的 线性 系 上 2. 证 明 源 出 于 Enriques. 

一 个 线性 曲线 系 的 次 数理 解 作 系 中 两 个 一 般 曲 线 除 基点 外 的 交 挟 个 数 . 

NM 的 一 个 曲线 束 (kurvenbiischel) 是 M 上 曲线 的 一 个 这 样 的 不 可 约 1 维系 统 ， 
在 M 上 每 个 一 般 点 正好 有 系统 中 一 条 曲线 通过 . 不 可 约 曲 线 系统 的 概念 是 按 85.6 
来 解释 . 如 果 特 别 涉及 一 维 线性 系 , 则 称 为 线性 束 @®. 

定理 7.6.4 没有 固定 部 分 的 零 次 线性 系 |C4| 是 由 束 所 合并 成 , 这 个 束 的 一 
般 曲 线 是 绝对 不 可 约 的 . 

证 明 “> 维 线性 系 |C4| 中 过 M 的 一 般 点 P 的 所 有 曲线 构成 7 一 1 维 的 线性 
子 系 . 现在 令 一 般 点 P 对 应 于 此 子 系 一 元 素 对 C,C0', 则 通过 这 一 般 三 元 组 忆 CC/ 
定义 了 点 与 曲线 对 之 间 的 不 可 约 代数 对 应 , 在 个 数 守 恒 原 理 


a++b=c++d 


中 代入 a = 2 和 b= 2(r 一 1). 如 果 现 在 d = 0, 则 c= 2r 即 曲 线 对 (C,C0') 是 系 的 
一 般 元 素 对 . 这 就 是 说 , 有 |C4| 的 两 条 一 般 曲 线 都 过 曲面 的 一 般 点 P, 因此 与 假定 
次 数 为 零 矛 盾 . 于 是 d > 1, 即 如 果 两 曲线 C,C' 过 M 的 一 个 一 般 点 , 则 它们 不 仅 
公有 一 个 点 , 而 是 至 少 有 col 个 公共 点 (多 于 col 自然 是 不 可 能 的 , 于 是 4 = 1). 
如 果 将 C 和 C' 分 别 选 为 过 P 的 一 般 曲 线 和 确定 曲线 , 这 些 仍然 保持 正确 . C 
和 C' 的 公共 部 分 构成 曲线 K, 这 是 由 固定 曲线 C' 的 不 可 约 部 分 合并 成 , 即 可 以 
与 C 的 (不 定 ) 参数 完全 无 关 . 于 是 我 们 看 到 , 系 |C4| 中 所 有 过 PP 的 曲线 有 一 固 
定 的 , 仅 与 P 有 关 的 公共 曲线 五 . 
”OQ@ 见 van der Waerden B L. Zur algebraischen Geometrie X, Math. Ann. Bd. 113 (1937) S. 


711. 
@) 存在 非 线性 束 , 如 一 没有 二 重 直线 的 三 次 锥 面 的 所 有 母线 的 系统 ,但 在 很 多 曲面 上 ， 如 对 平面 来 讲 ， 
所 有 束 都 是 线性 的 . 
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现在 设 P' 是 K 的 另 一 点 (但 不 是 系 |C4| 的 基点 ), 则 |C4| 中 过 P' 的 曲线 仍 
然 构 成 一 个 7 一 1 维 线性 系 , 它 含 有 前 面 那 + 一 1 维 子 系 , 因此 与 它 恒 等 . 系 |C4| 中 
过 K 的 一 任意 点 的 曲线 仍然 共有 曲线 K. 

曲线 KK 可 以 分 解 为 绝对 不 可 约 部 分 Ki1, K2,… . 当 PP 变动 时 组 成 部 分 K, 中 
每 一 个 都 不 能 保持 固定 , 否则 将 导致 |C4| 中 所 有 曲线 都 共有 这 个 固定 成 分 . 以 K， 
为 一 般 元 素 的 不 可 约 系统 |K,| 维 数 至 少 是 1. 我 们 还 要 证 明 , |K,| 是 束 . 

我 们 作 一 系统 |K,| 的 元 素 和 M 的 点 之 间 的 不 可 约 对 应 . 此 对 应 的 一 般 元 素 
为 (天书 ) 可 以 这 样 得 到 , 选 P, 为 曲线 K, 上 的 一 般 点 . 在 个 数 守恒 原理 


a+b=c+d 
中 有 
a 过 1],， b=1, 
因此 
a++b 之 2, 
以 及 有 
c<2, d=0, 
因此 
c+d<2, 
于 是 


a+b=c+d=2, a=1, c=2. 


因此 系统 |K,| 是 1 维 的 , 此 对 应 的 像 流 形 是 整个 曲面 M. 通过 M 的 一 般 点 已 至 
少 有 |Ki| 中 一 条 曲线 Ki, 至 少 有 |Kz| 中 的 一 条 曲线 Ks 等 . 总 共有 h 条 不 同 曲 
线 K/’, 所 有 这 些 曲线 都 是 所 在 系统 |K,| 的 一 般 元 素 . 

所 有 系 |C4| 中 过 P 的 曲线 C, 根据 证 明 的 第 三 段 所 说 的 , 必须 含有 所 有 这 h 
条 曲线 K/. 这 就 是 说 , 每 一 条 过 点 P 的 曲线 C 至 少 有 个 不 同 的 成 分 . 

我 们 在 87.1 中 也 已 看 到 , 不 论 是 过 M 的 一 般 点 P 作 最 一 般 曲 线 C, 还 是 首先 
选 |C4| 的 一 般 曲 线 C, 再 在 C 的 一 个 固定 部 分 上 取 一 般 点 已, 出 现 的 都 是 同样 的 
情况 . 我 们 首先 作 第 一 种 , 则 P 至 少 是 C 的 h 重点 . 我 们 再 做 后 一 种 , 则 P 显然 
是 C 的 简单 点 , 于 是 h = 1. 这 就 是 说 , 仅仅 有 单独 的 一 个 系统 |K,|, 并 且 其 中 过 
一 般 操 P 仅 有 一 条 曲线 . 于 是 |K,| 就 是 束 . 另外 , 在 一 般 曲线 C4 任 一 不 可 约 成 分 
选 一 个 一 般 点 P, 这 一 点 位 于 一 含 在 C4 中 的 曲线 和 上; 于 是 Cu 的 每 个 不 可 约 
组 成 部 分 是 系统 |K,| 的 一 条 曲线 Ki, 即 所 谓 |C4| 是 由 束 |K,| 合并 成 . 口 
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定理 7.6.5 一般 曲 线 C4 绝对 不 可 约 的 、 没 有 固定 成 分 的 线性 系 |C4| 次 数 
是 零 (并 且 由 定理 7.6.4 得 出 , 它 由 一 束 并 成 ). 

证 明 ” 设 01,C2 是 系 |C4| 的 两 条 一 般 曲 线 . 如 果 C1,C2 除 系 的 基 反 外 还 有 
一 交点 P', 则 此 点 P' 不 是 曲面 的 二 重点 , 也 不 是 Ci 的 二 重点 . 因为 Ci 仅 含 有 有 
限 个 这 种 二 重点 , 而 且 与 C1 无 关 的 一 般 选 取 的 曲线 Cs 不 通过 这 有 限 个 后 , 只 要 
它们 不 是 基点 . 

Ci 和 C 在 系 |C4| 中 定义 了 一 个 束 |C|, 因为 C1 和 Cs 都 过 P', 所 以 束 中 
所 有 曲线 都 过 P'. 像 每 个 线性 束 一 样 , |C、| 有 次 数 零 并 且 根 据 定理 7.6.4, 它 是 由 束 
IK| 合并 成 , |K| 的 一 般 曲 线 . K 是 绝对 不 可 约 的 . 一 般 曲 线 CA 过 P', 于 是 CA 全 
少 有 一 个 不 可 约 成 分 K 过 P'. 当 系 统 |K| 的 一 般 曲 线 过 固定 点 P', 则 系统 |K| 中 
所 有 曲线 都 过 P'. 特别 有 CA 的 所 有 不 可 约 成 分 过 P'. 由 假定 , 至 少 存在 有 两 个 这 
种 成 分 , 于 是 P' 是 CA 的 多 重点 . 在 特殊 化 入 一 0 下 , 一 个 点 作为 多 重 扣 的 性 质 
仍然 保持 . 这 样 P' 就 是 Ch 的 多 重点 , 与 开头 所 说 的 矛盾 , 即 点 P' 完全 不 存在 . 口 

定理 7.6.4 和 定理 7.6.5 并 在 一 起 就 能 对 下 列 问 题 给 出 一 个 彻底 的 回答 : 怎样 
的 线性 系 具有 其 一 般 元 素 为 可 约 的 性 质 ? 这 种 系 或 者 是 具有 固定 的 成 分 , 或 者 是 由 
(线性 或 非 线 性 的 ) 束 所 合并 成 . 

下 述 是 定理 7.6.5 的 一 个 直接 推论 . 

推论 7.6.1 ”绝对 不 可 约 曲 面 与 一 般 超 平面 的 交 是 一 绝对 不 可 约 曲 线 . 因为 超 
平面 在 曲面 上 交 出 线性 系 , 其 次 数 为 正 ( 即 等 于 曲面 的 次 数 ); 于 是 其 一 般 曲 线 不 能 
是 可 约 的 . 

我 们 在 第 八 章 88.2~88.4 还 要 回 到 代数 曲线 的 线性 系 上 来 ， 关于 代数 曲面 上 
线性 曲线 系 的 详尽 理论 我 们 可 以 参见 Zariski 的 报告 : Algebraic Surfaces, Ergebn. 
Math. Bd. 3. Heft5, 同样 可 以 参见 该 书 引 用 的 文献 . 
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88.1 Noether 基本 定理 


设 f(z) 和 g(x) 是 不 定 元 zo,zi, za 的 互 素 的 形式 , 为 使 另 一 个 形式 F(z) 能 表 
为 下 列 恒等式 : 
F= Af+Bo, (8.1.1) 


其 中 4 和 B 仍 为 形式 , 其 成 立 的 必要 条 件 是 曲线 f =0 与 9 = 0 的 所 有 交点 也 位 
于 曲线 = 0 上 . 我 们 将 要 证 明 , 当 f =0 与 g=0 的 所 有 交点 的 重 数 为 1 时 , 这 
个 条 件 也 是 充分 的 . 对 多 重 交 点 , 还 要 加 上 进一步 的 条 件 . 

著名 的 “Noether” 基 本 定理 首先 是 Max Noether 发 表 在 《数学 年 鉴 》(Math. 
Ann.) 第 六 着 上 , 他 给 出 了 恒等式 (8.1.1) 成 立 的 必要 和 充分 条 件 . 

在 更 广 的 意义 下 , 我 们 把 所 有 那些 给 出 (8.1.1) 成 立 的 充分 和 必要 条 件 , 或 者 仅 
仅 给 出 充分 条 件 的 定理 也 都 称 为 “Noether” 定 理 . 

根据 Dubreil 所 有 这 些 定理 可 以 从 下 述 引 理 导出 . 

引 理 8.1.1(van der Woude 引 理 ) 设 形式 ff 有 72? 这 一 项 ,R 是 ff 和 9g 对 
Z2 的 结 式 , 且 有 (参见 83.1) 

R= Uf+Vg, (8.1.2) 


则 当 且 仅 当 VF 除 以 上 所 得 的 余 式 全能 被 尽 除 尽 时 式 (8.1.1) 才 成 立 . 
证 明 VF 被 f 除 得 出 


VF = Qf+T. (8.1.3) 
从 式 (8.1.2) 和 式 (8.1.3) 导出 
RF=UFf+VFg 
=UFf + (f+T)g 
=(UF + QQg)f +Tg 
或 
RF = Sf+To. (8.1.4) 


如 果 现 在 六 可 被 R 整除 , 则 Sf 也 被 R 除 尽 , 再 因为 f 没有 仅 与 zo,z1 有 关 
的 因子 , 所 以 这 时 5 也 可 被 R 除 尽 . 从 (8.1.4) 中 消去 就 得 到 (8.1.1). 
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反 过 来 , 如 果 (8.1.1) 成 立 , 则 在 (8.1.1) 中 总 可 以 把 A 和 B 替换 为 Al = A+W 9， 
Bi = B 一 Wf. 特别 选取 W, 使 Bi 对 zs 的 次 数 小 于 n(B 对 f 的 带 余 除法 ), 则 表 
示 式 
F=Af+Big 


是 唯一 的 @, 将 这 个 唯一 的 表达 式 乘 以 R, 并 与 式 (8.1.4) 比较 , 其 中 TT 含 zz 的 次 
数 同样 也 小 于 ” 由 于 唯一 性 的 缘故 , 就 得 出 表示 式 


S$S=RA!, T= RB, 


因而 实际 上 了 可 被 R 除 尽 . 口 
现在 设计 3 .… ,$s 是 f=0 和 g =0 的 交点 , 01,… ,on 是 它们 的 相应 重 数 . 于 

是 根据 83.2 有 
R= ] [(so Z1 一 81 XT0)™. (8.1.5) 


我 们 可 以 这 样 来 选取 坐标 , 使 得 对 任意 两 个 交点 的 比值 so:si 不 同 , 这 样 (8.1.5) 
中 因子 6 zx1 一 和 9 zo 就 互 不 相同 .下 被 RR 除 尽 当 且 仅 当 工 能 被 每 个 因子 


(so Z1 一 51 Z0) 


除 尽 . 于 是 我 们 已 经 有 了 第 一 个 “Noether 定理 ”. 
定理 8.1.1 ” 当 且 仅 当 对 曲线 f= 二 0 与 g = 二 0 的 每 一 个 o 重 交点 s, 在 前 述 引 
理 中 所 定义 的 余 式 了 能 被 


(soZ1 一 S1Z0) 


除 尽 时 式 (8.1.1) 才 成 立 . 

从 证 明 中 还 可 以 得 出 如 下 推论 . 

推论 8.1.1 A 和 B 的 系数 可 以 由 给 定形 式 f,g, 丰 的 系数 有 理 地 算得 . 

根据 定理 8.1.1, 每 个 交点 s 都 对 应 有 一 个 确定 条 件 , 它 是 用 了 可 被 (soz1 一 
siz0)” 除 尽 来 表示 , 而 这 些 条 件 的 全 体 (对 所 有 的 交点 ) 就 是 对 于 (8.1.1) 的 必要 和 
充分 条 件 . 我 们 称 这 些 条 件 为 对 所 讨论 的 交点 s 的 Noether 条 件 . Noether 条 件 显 
然 是 形式 FF 的 线性 条 件 : 如 果 玉 和 到 满足 , 则 下 = 所 十 下 也 满足 . 

从 定理 8.1.1 可 以 立刻 给 出 一 个 应 用 , 我 们 讨论 o = 1 的 情形 . 

设 譬如 Q = (1,0,0) 是 曲线 f =0 与 g =0 的 简单 交点 . 我 们 一 劳 永 逸 地 选取 
坐标 , 使 得 直线 zi = 0 不 与 曲线 f = 0 相 切 并 且 相 交 于 有 限 个 点 . 从 (8.1.2) 导出 ， 
V 在 f=0 与 x1=0 的 n 一 1 个 与 不同 的 交点 上 必定 为 零 . 因为 RR 含有 因子 

@ 因为 从 瓦 = A1f + Big = A2f + B29 将 导出 (A1 一 42)f = (B2 一 Bi)g, 即 B2 一 Bi 被 f 除 
尽 , 这 是 不 可 能 的 , 如 果 B1 和 B2 的 次 数 小 于 n. 
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zt1, 并 且 9 在 这 一 点 上 不 为 零 . 从 (8.1.4) 得 出 ， 了 人 也 在 这 一 点 上 为 零 . 车 在 点 O 
处 , FF 和 f 为 零 , 于 是 由 (8.1.3), 了 也 为 零 . 现在 在 工 中 代入 zo =1 和 zi = 0. 则 
得 到 一 个 za 的 次 数 小 于 等 于 n - 1 的 多 项 式 , 它 有 n 个 互 不 相同 的 零点 , 于 是 必 
须 恒 等 于 零 , 即 了 被 zi 除 尽 . 因此 我 们 有 下 列 结论 : 

在 f=0 和 9g==0 的 简单 交点 处 , 只 要 下 二 0 通过 这 个 点 , Noether 条 件 就 能 
满足 . 

作为 下 一 个 例子 , 我 们 来 讨论 这 种 情形 , 即 点 Q = (1,0,0) 是 曲线 f = 0 的 简 
单 点 . 于 是 此 曲线 在 点 Q 处 有 一 个 唯一 的 分 支 5. 恒等式 (8.1.1) 成 立 的 必要 条 件 是 
F 在 分 支 3 上 的 阶 宇 至 少 要 和 9 的 阶 一 样 . 我 们 现在 将 表明 , 这 个 条 件 对 Noether 
条 件 来 说 也 是 充分 的 . 

设 工 正好 被 zX 除 尽 ， 

T = xT. 


如 果 入 > o, 则 Noether 条 件 (T 被 z9 除 尽 ) 满足 . 因此 , 设 入 <o. 从 (8.1.4) 导 
出 , 分 在 支 3 上 , 形式 RF 和 Tg 同样 的 阶 . 如 果 二 在 点 Q 处 #0, 则 开 有 阶 数 入 
RR 有 阶 数 o, 即 R 有 大 于 工 的 阶 数 . 此 外 , 根据 假设 FF 至 少 阶 数 与 o 的 相同 , 于 是 
RF 有 大 于 Tg 的 阶 , 而 这 是 不 可 能 的 . 于 是 二 必须 在 @ 点 处 为 零 . 可 以 完全 相 
同 地 对 zi = 0 与 f = 0 的 其 他 n 一 1 个 交点 处 的 分 支 做 出 相同 的 结论 . 因为 g 在 
这 些 点 上 的 阶 数 为 零 . 于 是 多 项 式 聊 在 zo=1 和 xi1=0 有 n 个 不 同 的 零点 ; 于 
是 和 以 前 的 证 明 一 样 , 得 出 五 被 zi 除 尽 , 即 工 被 z*+! 除 尽 . 这 与 假定 工 正好 被 
zt 除 尽 的 假定 矛盾 . 这 就 证 明了 Kapferer 的 一 个 定理 . 

定理 8.1.2 ”如果 曲线 /=0 与 g=0 的 所 有 交点 都 是 f=0 的 简单 点 , 并 且 它 
们 的 重 数 至 少 和 f=0 与 下 =0 的 交点 具有 同样 的 相交 重 数 , 则 有 恒等式 (8.1.1). 

在 曲线 /= 0 和 9 = 0 的 多 重点 处 的 Noether 条 件 可 以 不 表示 为 单纯 的 重 数 
条 件 . 以 后 我 们 将 以 一 个 与 坐标 无 关 的 形式 来 给 出 准确 的 充 要 条 件 (定理 8.1.4). 但 
在 任何 情况 下 都 有 用 重 数 来 表示 的 使 式 (8.1.1) 成 立 的 充分 条 件 . 在 这 方面 , 我 们 首 
先 论 及 曲线 f = 0 在 Q 处 是 有 r 条 不 同 切线 的 > 重点 的 情形 ， 设 相应 的 分 支 为 
31,… ,3r; 曲线 g = 0 与 这 些 分 支 的 相交 重 数 分 别 是 ci, oz, … , or, 于 是 在 @Q 点 处 
总 的 相交 重 数 是 o = ol 十 … 十 or 

我 们 现在 证 明 如 下 定理 . 

定理 8.1.3 ”如 果 曲 线 拨 二 0 与 曲线 f 二 0 上 在 点 @ 处 的 了 个 互 不 相 切 的 分 
支 3; (j == 1,2,… ,7) 至 少 有 相交 重 数 oj 十 7 一 1, 则 对 Q 的 Noether 条 件 就 能 满 
尽 . 


吊环 在 分 支 3 上 的 阶 数 是 下 = 0 与 分 支 3 的 相交 重 数 (参见 83.5 和 87.4) 或 者 , 同样 ,是 政 == 0 与 
f = 二 0 在 @ 处 的 相交 重 数 . 
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证 明 ”和 定理 8.1.2 的 证 明 一 样 , 设 
T= ZX， 


并 且 和 < o. 在 每 一 个 分 支 3; 上 , RF 仍然 和 To 有 同样 的 阶 , 这 就 是 说 , 如 果 6; 是 
11 在 27 的 阶 ， 就 有 


oo++(0;+7—1)<At+6;+t+o. 


因为 和 入 cc 一 1 所 以 


现在 我 们 来 证 明 Q 是 曲线 元 = 0 的 至 少 为 > 重 的 重点 . 假设 不 然 , 设 它 至 多 
是 7 一 1 重重 点 . 因此 在 @ 处 全 多 有 r+ 一 1 条 切线 . 因为 31) pr 的 切线 互 不 相 
同 , 从 而 有 一 个 分 支 3;, 它 不 与 曲线 T= 0 的 分 支 相 切 . 二 = 0 和 这 些 分 支 3; 的 
相交 重 数 根据 83.5 的 规则 至 多 为 > - 1. 这 就 和 不 等 式 (8.1.6) 矛盾 . 所 以 Q 至 少 
是 区 =0 的 7 重点. 

另外 , 曲线 元 = 0 和 以 前 一 样 含有 f = 0 与 zi = 0 的 其 余 n 一 7 个 交点 . 总 
之 , 多 项 式 在 zo = 1,zx1i =0 上 mn 次 为 零 . 由 此 和 以 前 一 样 能 够 导出 元 能 被 zi 
除 尽 , 及 了 能 被 z?1' 除 尽 , 而 与 工 正好 被 zx 除 尽 的 假定 相 矛 盾 . 口 

注释 8.1.1 证 明 的 后 一 部 分 也 可 以 这 样 做 , 不 用 假定 直线 Zi = 0 和 曲线 还 
交 于 n 一 7? 个 不 同 点 , 而 仅仅 假定 zl = 0 不 是 Q 点 处 的 切线 , 也 不 再 过 f 二 0 
与 g = 二 0 的 其 他 交点 , 并 且 其 无 穷 远 点 (0,0,1) 不 在 f = 0 上 . 于 是 可 以 断言 : 在 
(8.1.4) 中 已 和 了 全 被 zZ 除 尽 , 因而 S 也 必定 被 z* 除 尽 . 消去 z 就 会 得 到 


RiF = 51f + 719, 
代入 Ll1 = 0, 51,71,f,9 变 为 S?, T?, f°, go, 而 Ri 可 被 T1 除 尽 ， 就 有 
-S17f" = 7T79". 


f" 含有 因子 X53, 它 也 是 T? 的 因子 : 因为 /==0 和 人 =0 二 者 在 @ 处 都 有 7 重点 . 
f 的 其 余 的 因子 与 g0 互 素 , 因为 直线 zl = 0 除 @ 外 不 再 过 其 他 f=0 和 g=0 
的 交点 . 所 以 f0 的 这 些 因子 必定 属于 TO. 于 是 T 被 1 除 尽 . 但 TD 对 za 的 次 
数 小 于 n, 而 f0 的 次 数 是 n, 所 以 T =0, 即 胞 被 zl 除 尽 , 其 余 证 明和 前 面 一 样 . 

我 们 在 综 览 了 各 种 最 重要 的 特殊 情形 之 后 , 可 以 转 到 一 般 的 的 情形 . Noether 基 
本 定理 给 出 的 关于 恒等式 (8.1.1) 成 立 的 充分 必要 条 件 至 今 一 直 是 避免 标 出 变 元 za 
的 形式 . 我 们 令 zo = 1 即 转 为 非 齐 的 坐标 . 为 了 定理 的 证 明 可 以 简化 , 我 们 引入 多 
项 式 f(71,72) 在 点 Q@ 处 的 阶 的 概念 : 在 Q@ 的 阶 是 r, 如 果 f = 0, 在 Q 处 有 一 个 
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r 重点 , 仍然 假定 Q = (1,0,0), 将 f 展 成 zt 和 za 的 升 项 形式 , 则 表示 式 是 从 (zi 
和 za 在 一 起 ) 次 因子 开始 . 根据 Dubreil 给 出 的 表述 , 现在 Noether 定理 如 下 : 

定理 8.1.4 设 f 和 9g 是 Xx1,72 的 互 素 的 多 项 式 . f 和 VV 在 点 s 处 的 阶 设 为 
是 rr 和 1. f=0 与 9g 二 0 在 s 的 相交 重 数 设 为 ao. 如 果 存 在 这 样 的 多 项 式 4 和 
B', 使 差 

A=F—-Af—-B'g 
在 s 至 少 有 阶 
II 十 了 一 1 工 一 
则 对 请 在 点 s 处 满足 Noether 条 件 . 

证 了 明 ”如 果 A 和 4A'f + B'g 都 满足 点 s 处 的 Noether 条 件 , 则 其 和 五 也 满足 . 
根据 定理 8.1.1, 4'f + B'g 一 定 满足 Noether 条 件 . 因此 只 要 证 明 , 当 A 在 s 处 的 
阶 至 少 是 o 十 + 一 1 一 1 时, A 也 满足 就 够 了 . 

为 了 能 够 应 用 早先 的 记 法 , 我 们 记 A 为 F. 我 们 再 假定 s = (1,0,0), 且 使 直线 
7z1 二 0 不 在 s 处 与 曲线 相 切 . 仍然 设 


全 一 zt， 入 < ca 
于 是 从 (8.1.3) 得 出 
VF = QF+zTT (8.1.7) 


我 们 在 (8.1.7) 中 两 边 按 z1, zz 的 升 芭 展开 , 则 左边 不 会 有 次 数 (zl 和 za 合 在 一 起 
的 ) 小 于 o+7r 一 1 的 项 , 因为 在 点 s 处 阶 是 1, FF 在 s 处 的 阶 至 少 是 o+r 一 1 一 1. 
因为 式 (8.1.7) 最 后 一 项 能 被 z* 除 尽 , 所 以 Q 的 次 数 小 于 o +r 一 1 的 项 也 必须 
可 被 z? 除 尽 , 设 Q 和 / 按 升 里 展开 是 


Q = Wo + Q1+ 2 + , 
f=fr+frtitfrt2t+::., 
从 而 有 
Qf=Qofr + (Qifr + Qofri) + (Qafr + Qifr+i + Qofr+2) + 
+(Q@o-2fr + Qo-3frtit i)+.. 


在 左边 , 所 有 次 数 小 于 7 十 o 一 1 的 项 都 能 被 zt 除 尽 . 右边 也 一 定 是 这 样 . 由 于 fi 
与 z1 互 素 , 于 是 可 以 看 到 Qo,Q1,… ,Qo-2 必定 能 被 z? 除 尽 . 这 样 我 们 可 以 写 为 


Q = ztC 十 也 ， (8.1.8) 
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其 中 DD 在 s 处 阶 数 大 于 等 于 c -1. 
把 式 (8.1.8) 代入 式 (8.1.7), 得 到 


VF -Df=2x*(T -Cf). 


左 端 在 处 阶 大 于 等 于 r ++o 一 1， 因而 右边 括号 内 的 项 了 - CF 在 s 处 的 阶 
>7r 二 o 一 1 一 入 7. 因为 CF 在 s 的 阶 也 大 于 等 于 7, 所 以 了 在 s 的 阶 大 于 等 于 7. 

从 这 里 起 , 证 明 可 以 和 定理 8.1.3 证 明 的 后 一 部 分 完全 一 样 进行 . 口 

Noether 基本 定理 的 重要 性 是 基于 以 下 事实 . 假定 在 曲线 已 =0 和 =0 的 
mmn 个 交点 中 (此 处 的 和 nn 分别 为 和 的 次 数 ) 可 以 找到 mm 个 位 于 次 数 为 
m < m 的 曲线 g = 0 上 . 如 果 再 假定 在 这 些 点 上 满足 Noether 条 件 , 则 可 以 断言 ， 
其 余 (m 一 mn 个 交点 位 于 mm - m 次 曲线 B = 0 上. 也 就 是 说 , 从 恒等式 (8.1.1) 
可 直接 得 出 ,已 =0 与 f=0 的 mn 个 交点 也 是 Bg = 0 与 f=0 的 交 扩 , 因而 是 
由 f=0 和 g=0 的 min 个 交点 和 与 B 的 (mm 一 mn 个 交点 组 成 . 这 一 类 定理 
我 们 已 经 在 83.9 中 看 到 , 它们 是 多 么 的 重要 : 那里 的 定理 1, 2, 6, 7 可 以 从 现在 的 
Noether 定理 8.1.2 直接 导出 . 

z 练 习 8.1 

1. 如 果 两 个 圆锥 曲线 和 另外 两 个 圆锥 曲线 交 于 16 个 不 同 的 点 , 并 且 若 此 16 个 点 中 的 8 个 
位 于 某 另 一 圆锥 次 曲线 上 , 则 其 余 8 个 也 是 这 样 . 

2. 可 以 从 定理 8.1.3 或 定理 8.1.4 中 导出 被 称 作 “Noether 定理 的 简单 情形 ”: 如 果 曲 线 
f=0 和 9g =0 的 一 个 交点 是 f 的 7 重点 和 9 的 t 重点 , 在 该 点 处 f 的 7 条 切线 与 g 的 上 条 
切线 不 同 , 并 且 如 下 在 这 个 点 上 的 阶 至 少 是 7 十 s 一 1, 则 Noether 条 件 在 这 个 点 上 满足 . 

3. 试 证 明 按 照 原 来 Noether 叙述 的 Noether 基本 定理 : 如 果 在 曲线 f = 0 与 g = 0 的 每 
个 非 无 穷 远 交点 s( 有 非 齐 次 坐标 s1, s?) 上 , 有 恒等式 


其 中 f,g,F 是 xz1, zx2 的 多 项 式 , P,Q 是 zl 一 s1, x2 一 s2 的 宽 级 数 , 则 也 存在 多 项 式 4 和 B 
使 恒等式 (8.1.1) 成 立 [可 以 在 (r 十 o 一 1 一 1) 次 项 处 中 断 寡 级 数 并 将 所 得 到 的 方程 齐 次 化 ]. 
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本 节 的 讨论 可 以 基于 83.5 定义 的 分 支 概念 , 也 同样 可 以 基于 87.4 中 独立 于 它 
来 定义 的 位 的 概念 . 我 们 选择 第 一 种 ,因为 不 管 怎样 我 们 也 可 用 第 3 章 中 的 概念 . 
与 此 相关 地 我 们 把 一 平面 曲线 三 的 一 个 位 理解 为 一 个 分 支 连同 其 起 氮 . 曲线 上 
的 除 子 是 带 有 整 倍 数 的 位 的 一 个 有 限 集合 . 两 个 位 的 和 是 定义 为 它们 中 出 现 的 各 项 
连同 其 倍数 的 形式 和 . 任 一 与 卫 没 有 公共 组 成 部 分 的 曲线 g = 0 在 卫 上 交 出 一 个 
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确定 的 除 子 . 一 个 线性 形式 系 Xogo 十 和 ig91 十 … 十 和 rgr 在 了 上 交 出 一 个 线性 除 子 
系 , 对 它 还 可 以 加 上 一 个 固定 的 除 子 (参见 87.1). 同一 线性 系 中 的 两 个 除 子 称 为 等 
价 的 . 一 个 完全 系 是 一 个 含有 全 部 与 某 给 定 除 子 等 价 的 除 子 的 线性 系 . 本 节 的 目的 
是 在 一 条 给 定 曲线 上 构 作 完全 系 . 为 了 进行 这 个 构 作 , 就 需要 现在 将 要 说 明 的 伴随 
曲线 . 

设 卫 是 平面 不 可 约 曲线 , 方程 是 f = 0, 设 s 是 械 的 多 重点 , 3 是 一 个 在 s 处 
的 确定 的 分 支 . 平面 上 的 点 y 的 配 极 曲 线 , 其 方程 为 


yoOof + of + yf =0. 


它们 全 都 过 s, 因而 它 在 上 交 出 一 线性 除 子 系 , 其 中 位 (3, s) 带 有 一 定 重 数 > 作 
为 固定 的 组 成 部 分 出 现 . 对 特殊 的 y, 配 极 曲 线 与 分 支 3 的 相交 重 数 自然 会 升 高 ; v 
怡 好 定义 为 这 些 相 交 重 数 可 能 取 到 的 最 小 值 . 
所 5 在 分 支 3 上 也 有 一 个 确定 的 重 数 x( 参 见 83.6): x 是 3 与 过 s 的 直线 相交 
的 最 小 重 数 . 
我 们 将 在 下 面 看 出 , 差 
6=v—(x—1) 


一 定 为 正 . 一 条 与 相伴 的 曲线 (adjungierten kurve) g = 0, 我 们 是 这 样 来 理解 , 它 
与 卫 的 每 一 个 多 重点 处 的 每 一 支 3 的 相交 重 数 都 大 于 等 于 6. 形式 g 因而 也 称 为 
伴随 形式 (adjungierte form). 

”对 曲线 的 简单 点 ,有 wv = 0, x = 1, 从 而 5 = 0. 因此 对 它 并 不 存在 伴随 性 条 件 . 
对 具有 7 条 不 同 切 线 的 7 重点 , 根据 83.6 


一 了 7 一 1， x=1, 


即 5 =7 一 1 于 是 伴随 曲线 在 7 重点 的 所 有 分 支 上 相交 重 数 至 少 为 + - 1. 在 通常 
尖 反 的 情形 , > = 3, x = 2, 即 5 = 2. 于 是 伴随 曲线 与 尖 点 分 支 相 交 必 至 少 有 重 数 
2, 即 它 至 少 必 定 是 简单 地 过 这 个 尖 点 . 
练 习 8.2 

1. 在 有 不 同 切线 的 7 重点 处 每 一 伴随 曲线 必 至 少 有 7 一 1 重点 . 

2. 试 考虑 对 吃 形 尖 点 (schnabelspitze) 和 切线 节点 (beriihrungsknoten) 的 伴随 条 件 应 为 
什么 ? 

为 了 计算 伴随 条 件 , 知道 下 面 的 事实 是 很 方便 的 : 并 不 必要 对 所 有 点 y 作 配 极 
曲线 (如 同 定义 所 说 ), 只 要 对 任 一 曲线 外 一 点 的 配 极 曲 线 来 计算 差 5. 设 ” 就 是 这 
样 一 个 固定 点 y 的 配 极 曲线 与 分 支 3 的 相交 重 数 , zz 是 连 线 ys 与 分 支 3 的 相交 重 
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数 . 我 们 将 证 明 , 差 
6 一 (x —1) 


与 y 的 选取 无 关 , 并 且 等 于 4. 

我 们 比较 两 个 不 同 的 点 y, y”. 可 以 假定 它们 不 在 一 条 过 s 的 直线 上 ; 因为 如 
案 这 样 的 话 , 我 们 可 以 再 引入 不 在 这 条 直线 上 的 第 三 个 点 来 与 它们 比较 . 于 是 我 们 
可 以 假定 s, y, 多 是 坐标 三 角形 的 顶点 : 


s = (1,0,0), 
y = (0,1,0), 
y = (0, 0, 1). 


y 的 配 极 曲线 是 81.f = 0,y” 的 是 2j = 0. 它们 与 s 处 的 分 支 3 的 交点 设 为 vw/ 和 


v". 直线 sy'(zz = 0) 和 sy (zi = 0) 与 曲线 的 交点 重 数 为 x 和 x’. 于 是 我 们 要 证 
明 


v(x 1)=v (x 1). (8.2.1) 
设 上 = (1 和 6 人) 是 曲线 的 一 般 点 , 则 我 们 知道 有 
de _ Of(é) 
Bf) (8.2.2) 


用 分 支 3 的 局 部 单 值 化 参数 来 表示 , 则 &。 有 阶 数 jz, 于 是 déz 的 阶 是 x 1， 
同样 dé 的 阶 是 x 一 1. 此 外 , 81f(&) 和 62f(é) 的 阶 为 v' 和 w', 这 样 就 从 (8.2.2) 
导出 

(x —1)-(x -1)=v -rv 
或 
一 (一 = (x -1). 
从 而 证 明了 4 与 y 的 选取 无 关 . 可 以 取 y 使 z 最小, 则 由 于 
0 一 一 (xx 一切 . 
v 也 是 最 小 , 于 是 4 就 成 为 6, 即 与 点 y 的 选取 无 关 ， 
0 一 一 (2 —1). 


> x 一 1( 等 号 仅 在 简单 点 的 情形 成 立 ) 这 一 点 可 立即 从 83.6 的 展开 中 导出 
(参见 练习 3.6 题 4). 从 而 也 得 到 
6 > 0, 
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等 号 仅 在 简单 点 的 情形 成 立 . 

n 一 3 次 (n 是 曲线 的 次 数 ) 伴随 形式 有 特别 的 意义 , 因为 它 联 系 着 所 属 代 
数 函数 域 的 第 一 类 微分 . 设 9 就 是 这 样 一 个 n 一 3 次 形式 , 则 可 以 对 也 的 一 般 点 作 
表示 式 

gp = g(é€)(é0dé1 一 Sidso) 
Dj 6) 
因为 这 个 表达 式 也 可 以 写 为 
_ 9(é&) 0 
Of(€) éo 

其 中 右 端 第 1 个 分 数 的 分 子 分 母 有 同样 的 次 数 , 因而 次 数 仅 与 & 的 比值 有 关 ， 即 
df 是 在 83.11 意义 下 域 K(&1 :co 人 : 6) 的 微分 . 

在 卫 的 一 个 分 支 ;3 上, g(€) 至 少 有 阶 数 5. 再 因为 2 Fe) 的 阶 是 v', t&0d&1 一 
&déo 的 阶 是 x -1 阶 , 于 是 dn 在 分 支 3 上 的 阶 至 少 是 


0 一 十 (< 一 1)=0. 


这 就 是 说 , 微分 d2 没有 极点 ( 它 是 “处 处 有 限 ”), 这 种 微分 称 为 第 1 类 微分 (dif 
ferentiale erster gattung) . 从 上 面 的 计算 可 以 确切 地 有 : 如 果 9 在 3 上 有 阶 5 二 e， 
则 df? 有 阶 <. 

也 的 那 种 多 重点 , 它们 的 每 个 分 支 3 都 具有 上 面 确定 的 重 数 5 的 , 由 属于 这 种 多 
重点 的 位 所 构成 的 除 子 称 为 曲线 卫 的 二 重点 除 子 , 于 是 每 一 多 重点 都 对 二 重点 除 子 
有 所 贡献 . 有 不 同 切线 的 > 重点 贡献 7 个 位 (相应 于 7 重点 的 7 个 位 ), 每 个 具有 重 
数 一 1. 一 个 普通 尖 点 贡献 带 有 重 数 2 的 位 等 . 二 重点 除 子 (doppelpunktdivisor) 今 
后 将 用 DD 来 记 . 

关于 伴随 曲线 的 最 重要 定理 , Brill-Noether 剩余 定理 , 是 从 下 述 二 重点 除 子 定 

如 果 曲 线 g = 二 0 在 全 上 交 出 除 子 G, 并 且 一 伴随 曲线 已 = 0 至 少 交 出 除 子 
D++G, 则 有 恒等式 


F= Af+ By, (8.2.3) 


其 中 B 是 伴随 形式 . 

为 外 一 种 表述 : 如 果 瓦 =0 与 每 一 个 分 支 3 的 相交 重 数 至 少 6 十 o, 其 中 6 
定义 如 前 ,ao 是 g= 二 0 与 了 的 相交 重 数 , 则 成 立 (8.2.3), 并 且 曲 线 已 =0 是 卫 的 伴 
随 曲 线 . 

断言 的 最 后 一 部 分 , 即 关 于 B 的 伴随 性 , 是 (8.2.3) 的 推论 . 因为 根据 (8.2.3)， 
下 = 0 与 每 个 分 支 ; 的 相交 重 数 和 Bg = 0 的 一 样 , 并 且 因 为 g = 0 仅 有 相交 重 数 
0, 于 是 下 = 0 至 少 有 相交 重 数 o + 6,B =0 的 相交 重 数 必 为 6. 
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对 于 特殊 情形 , 即 如 果 卫 的 所 有 重点 都 有 不 同 的 切线 , 则 二 重点 除 子 定理 显然 
含 于 88.1 定理 8.1.3 中 ; 因为 如 果 在 f =0 和 og =0 的 每 个 交点 处 满足 Noether 条 
件 , 则 式 (8.2.3) 成 立 . 我 们 将 在 88.3 解决 比较 困难 的 一 般 情形 . 

现在 我 们 讨论 Brill-Noether 剩余 定理 , 它 的 最 简明 的 叙述 如 定理 8.2.1. 

定理 8.2.1 任 一 m 次 伴随 曲线 在 全 上 除 交 出 一 二 重点 除 子 D 外 , 交 出 一 
个 完全 系 . 

根据 完全 系 的 定义 , 我 们 还 可 以 这 样 来 表述 : 

如 果 伴 随 曲 线 p 在 全 上 交 出 除 子 DD 二 ,并且 设 EB' 是 任 一 与 忆 等 价 的 整除 
子 , 则 存在 第 二 条 伴随 曲线 , 它 在 卫 上 交 出 除 子 万 十 已/. 

证 明 ”等 价 除 子 忌 和 了 丈 是 被 一 线性 形式 系 中 的 二 个 形式 g 和 9 交 出 , 除 此 
之 外 还 可 能 交 出 某 一 个 固定 除 子 C. 于 是 形式 


F= wg 
交 出 除 子 万 上 + 五 +C+ 忆 ,但 形式 9 交 出 除 子 C + 五 . 根据 二 重点 除 子 定理 , 存在 
F= Af+Bog. 


因为 Ff 和 Bg 在 TT 上 交 出 同样 的 除 子 万 + 五 +C + 也, 于 是 B 必定 交 出 除 子 
D + EB', 这 就 证 明了 断言 . 

剩余 定理 是 构 作 任意 完全 系 的 工具 . 设 G 是 任 一 整除 子 , 则 通过 G + D 作 一 
伴随 曲线 . 此 曲线 可 能 在 上 总 共 交 出 除 子 G 十 D+F. 然后, 通过 D 十 F 作 所 有 
可 能 的 、 同一 次 数 m 的 伴随 曲线 , 则 得 到 的 纯 点 组 G' +D+ FF, 其 中 G' 与 G 等 价 . 
反之 ,者 G' 与 G 等 价 , 则 G 十 所 与 G' 十 下 等 价 , 从 而 G'+ 互 属于 由 mm 阶 伴随 曲 
线 交 出 的 完全 系 , 即 存 在 一 条 m 次 伴随 曲线 , 它 交 出 除 子 G' 十 DD 十 下. 所 求 的 完全 
系 |G| 是 由 m 次 伴随 曲线 所 交 出 , 此 外 它们 还 交 出 固定 除 子 D 十. 也 可 以 这 样 
说 : 完全 系 |G| 是 下 关于 某 一 适当 高 的 次 数 m 的 伴随 曲线 所 交 出 完全 系 的 剩余 . 

要 想 判定 两 个 除 子 C, C' 是 否 等 阶 , 只 要 将 差 C - C' 表 为 两 个 整除 子 的 差 : 


C-0=G-G. 
再 看 , G' 是 否 属于 完全 系 |G|. 
练 习 8.2 


3. 在 直线 上 有 nn 维 n 次 的 完全 系 . 

4. 在 三 次 非 奇 曲线 上 , 有 n 次 完全 系 , 对 n > 0, 其 维 数 为 n 一 1. 

5. 在 一 条 有 一 个 节点 或 一 个 尖 点 的 四 阶 曲线 上 , 单个 点 或 点 对 确定 一 个 0 维 完全 系 , 点 对 
在 过 二 重点 的 直线 上 的 情况 除外 一 个 3 点 组 确定 一 个 1 维 完全 系 , 一 个 四 点 组 确定 了 二 维 完全 
系 . 


. 194 . 第 8 章 Noether 基本 定理 及 其 应 用 


88.3 ”二 重点 除 子 定理 


在 88.2 中 , 我 们 已 经 证 明了 二 重点 除 子 定理 的 特殊 情形 , 即 基 曲 线 f = 0 除 掉 
带 分 离 切线 的 多 重点 外 不 再 有 别 的 奇 点 . 现在 来 解决 一 般 情形 . 
引 理 8.3.1 (辅助 定理 ) 如 果 两 个 圭 级 数 
A(t) = aptt + aprittt! + (a, # 0), 
B(t) = bt + byritrti+... (b, #0) 


中 前 者 的 阶 至 少 和 后 者 的 一 样 , 即 若 
内 之 ZI/ 
则 前 者 可 被 后 者 除 尽 : 
A(t) = B(t)Q(t). (8.3.1) 
证 明 ”我 们 令 


Q(t) = cp_vt* "+ Ca 太一 十 …. ， 
将 它 代 入 (8.3.1), 并 比较 两 端 对 te, thtl ... 的 系数 . 就 有 条 件 方程 


bycu_v 一 Qi 
bycp—vt1i 十 Di1C = Qp+1) 
因为 b, 承 0, 从 中 可 以 依次 确定 ej_y, ey_v+1,…. 口 
下 面 用 f(t,z),g(t,z) 等 标记 以 上 的 ( 非 负 整容 的 ) 帘 级 数 为 系数 的 z 的 多 项 
式 . 对 f(t,z) 我 们 假定 它 没有 重 根 , 并 且 对 z 正规 ( 即 z 的 最 高 虹 项 的 系数 为 1). 
设 在 车 级 数 的 区 域 中 把 f(t, >) 完全 分 解 为 线性 因子 : 


f(t,z) = (2— wi)(z— w2) (2 一 mn). (8.3.2) 


在 这 些 假定 下 , 有 如 下 定理 . 
定理 8.3.1 如 果 拨 (t,z) 和 g(t,z) 有 这 种 性 质 , 即 需 级 数 F(t,w;)(j = 1,:… ,n) 
的 阶 至 少 等 于 乘积 : 
(oj 一 ct (oj 一 wj-1j — Wj41) (wj — wn)g(t, wi) (8.3.3) 


的 阶 , 则 有 恒等式 
F(t,z) = L(t,z)f(t,z)+ M(t,z)g(t, 2). (8.3.4) 
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证 明 ”根据 辅助 定理 , F(t,w;) 可 被 乘积 (8.3.3) 除 尽 , 特别 对 ; = 1, 有 
下 由 co) 一 (一 co2) (w1 — wn)g(t, wi) RD), 
其 中 R(t) 是 守 的 寡 级 数 . 差 
F(t,2) — (2 — w2). "(2 — wn)g(t, 2)R(E) 
当 z = wi 时 为 零 , 因而 可 被 z 一 wi 除 尽 : 
F(t,z) = R(t)(z — wa):: (2 — wn)g(t,z) + S(t,2)(z — wi). (8.3.5) 
在 n= 1 的 情况 下 , 这 个 方程 简单 地 写 为 
F(t,z) = R(t)g(t, z) + S(t, 2)f(t, 2), 

于 是 对 n = 1, 断言 (8.3.4) 就 已 得 证 . 下 面 假定 它 对 n 一 1 次 多 项 式 为 真 . 


在 式 (8.3.5) 中 代入 z = wj(j = 2,… ,n), 则 右 端 第 一 项 化 为 零 , 并 且 可 以 看 
到 , S(t,w;)(w; 一 wi1) 和 F(t,wj) 有 同样 的 阶 , 于 是 至 少 有 与 


(wj 一 oO 一 co 一 wj 一 wy — wn)g(t, wj) 
一 样 的 阶 , 所 以 S(t,wj) 对 了 = 2…… ,n 至少 有 与 
(wj — w2) (oj 一 oj)(oj 一 wj (Wj — wn)g(t, wi) 
一 样 的 阶 , 对 及 = (z 一 wa)…:(z 一 wn) 应 用 归纳 假定 就 有 
S(t,2) = C(t,z)(2 — wa) (2 — wn) + D(t, 2)9(t, 2), (8.3.6) 


将 式 (8.3.6) 代入 式 (8.3.5), 就 得 到 断言 (8.3.4)， 
f(t,z) 对 z 的 导数 是 


nN 


Baf (t,2) = (2 — 1) (2 — 01) (2 — wt1) (2 — wn) 
j=1 
定理 8.3.1 的 假设 也 可 以 这 样 表述 : 
F(t,wj) 对 了 三 1 ,7 至 少 是 有 和 O25f(t,wj;)g(t,w;) 一 样 的 阶 . 
现在 设 /wz>) 是 祥和 > 的 多 项 式 , 对 z 正规 且 没 有 多 重 因子 . 根据 82.3, 分 
解 fw, >) 为 线性 因子 


f(z) = (2 — WwW1) (2 — wn), 
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其 中 wi,… ,wn 是 vv 的 分 数 寡 的 车 级 数 . 设 这 xz 个 震级 数 wj 合成 一 个 分 支 gj 
于 是 w 是 由 
由 一 万 7 
定义 的 局 部 单 值 化 变量 7 的 寡 级 数 . 设 h 是 x; 的 最 小 公 售 数 , 则 我 们 可 令 
4 二 th 
并 且 将 全 部 wi,… ,wn 表 为 t 的 虹 级 数 . 

设 Flwz) 和 g(w,z) 是 wz 的 另 两 个 多 项 式 . g(w,wi), 02f(u,wi) 和 FF(v,w;) 
作为 一 的 徊 级 数 其 阶 分 别 为 o;, v; 和 pj;. 按照 二 重点 除 子 定理 (8§8.2) 的 假设 , 有 
pj 0+0;= Vj- (x;— 1)+o0 

或 

pi + (zxj 一 1) 之 Vj; + 0j. 
于 是 , (ww) 72! 有 比 2f(wwj)g(ww) 为 大 的 阶 ， 如 果 将 其 中 rz -1 换 为 
tt-1, 就 正好 是 如 此 , 因为 有 


h 
h (xl hb 
Ti 1 一 十 2 (2 ) 二 + 2 ， 


1 
XI 
F(tr,w;)th-! 作为 二 的 寡 级 数 至 少 有 和 0。f(t?,w;)g(t*,w;) 一 样 的 阶 , 根据 定理 
8.3.1 就 可 以 导出 

F(th,z)th- 1 = L(t,z)f (tr,2) + M(t,z)g(t, 2). (8.3.7) 
将 式 (8.3.7) 两 端 按 t 的 宕 排列 , 则 左 端 仅 有 指数 为 同 余 -1(modh) 的 项. 于 是 
从 L(t,z) 和 M(t,z) 中 可 以 消去 所 有 项 众 , 其 中 和 关 -1(modh), 而 不 损害 (8.3.7) 

的 有 效 性 . 这 样 就 可 以 在 式 (8.3.7) 两 端 消去 tr-1, 并 将 万 用 代入 . 得 出 
Flu,z) = P(w, 2)f(u,2) + Q(u, 2)g(u, 2), (8.3.8) 
其 中 忆 和 Q 是 z 的 多 项 式 和 % 的 贤 级 数 . 口 
在 二 重点 定理 的 原本 叙述 中 , 我 们 谈 的 不 是 多 项 式 f(w,z), 而 是 形式 jzo, zl 22). 
为 了 研究 在 确定 点 O = (1, 0,0) 处 的 Noether 条 件 我 们 可 以 令 zo = 1. 相应 地 再 将 


flLvuz) 写 为 flw z), 并 将 与 现在 所 证 明了 的 综合 起 来 就 有 : 
在 二 重点 除 子 定理 的 假定 下 , 存在 恒等式 


Fl(1,u,z) = P(u,2z)f(1,u,2) + Q(u,z)g9(1, vu, z), (8.3.9) 
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其 中 PQ 是 z 的 多 项 式 , 而 系数 是 以 的 宕 级 数 . 

在 wv 的 充分 高 的 窘 次 处 中 断 容 级 数 , 则 从 88.1 定理 8.1.4 立刻 得 出 , Noether 
条 件 在 O 点 处 被 满足 . 不 用 定理 8.1.4, 而 直接 援 用 本 节 的 定理 8.3.1, 我 们 也 能 和 
到 关于 二 重点 除 子 定理 尽 可 能 简短 的 证 明 . 

正如 88.1 所 表明 的 , 在 (8.3.9) 型 恒等式 中 , 可 以 假定 Q(w,z) 对 z 的 次 数 永 远 
小 于 n. 那么 表示 将 是 唯一 的 . 将 此 唯一 的 表示 式 两 端 乘 以 /和 9 对 z 的 结 式 RR， 
再 与 88.1(8.1.4) 比较 , 则 由 表示 式 的 唯一 性 可 以 得 出 


S= RP, T= RQ, 


其 中 RR 仅 为 习 的 多 项 式 , 含有 因子 ur(oc 是 f=0 和 9g = 0 在 O 处 的 相交 重 数 )， 
Q@ 是 炎 的 蜗 级 数 , 其 系数 是 z 的 多 项 式 , 将 方程 T= RQ 两 端 排 成 v 的 升 圭 , 就 可 
以 看 到 , 了 T 可 被 vc 除 尽 . 这 正 是 在 点 O 处 的 Noether 条 件 . 

因为 这 对 f = 0 和 9g = 0 的 任意 一 个 交点 同样 成 立 , 于 是 根据 §8.1 定理 8.3.1， 
在 形式 的 范围 内 可 以 成 立 恒等式 


F= Af+iBo. 


这 就 证 明了 二 重点 除 子 定理 . 
练 习 8.3 


些 处 给 出 的 证 明 可 以 这 样 来 表述 , 即 为 使 其 中 不 再 出 现 寡 级 数 , 办 法 就 是 将 所 有 在 寡 级 数 中 
出 现 的 土 及 的 充分 高 的 究 级 切断 . 


88.4 Riemann-Roch 定理 


Riemann-Roch 定理 所 解答 的 问题 是 : 完全 系 的 维 数 有 多 大 , 或 者 同样 的 , 在 代 
数 曲线 忆 上 给 定 次 数 的 除 子 类 的 维 数 多 大 ? 
因为 完全 系 的 概念 是 双 有 理 不 变 的 , 我 们 可 以 将 了 换 为 卫 的 任 一 双 有 理 像 . 
于 是 我 们 能 够 假定 三 是 仅 有 正规 奇 点 ( 即 仅 有 带 不 同 切线 的 多 重点 ) 的 平面 曲线 . 
设 此 曲线 的 次 数 为 m,“ 二 重点 个 数 ” 为 d, 亏 格 数 为 p, 即 
p= mm -9 _ 


d > 9 
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微分 类 (differentialklasse) 或 典范 类 (kanonische klasse) 是 起 特别 作用 的 一 种 除 
子 类 . 在 83.11 的 意义 下 的 微分 
f(u,w)du 


当 其 零 氮 以 正 的 重 数 和 极点 以 负 的 重 数 计 入 时 , 构成 一 个 除 子 . 因为 一 切 微分 都 是 
由 微分 du 和 有 理 函 数 f(w,w) 相 乘 所 组 成 , 所 有 其 所 属 除 子 等 阶 . 它们 就 构成 一 
微分 类 的 次 数 , 即 一 个 微分 的 零点 个 数 减 去 其 极点 个 数 , 根据 83.11, 等 于 


2D 一 2. 


我 们 现在 问 关 于 微分 系 (differentialschan) 的 维 数 , 即 由 微分 类 的 有 效 除 子 组 成 的 
完全 系 的 维 数 ， 这 些 有 效 除 子 属于 没有 极点 的 微分 (第 一 类 微分 )， 根 据 88.2, 这 
些微 分 与 m - 3 次 伴随 曲线 有 很 多 紧密 的 联系 , 后 者 也 称 为 标准 曲线 (kanonische 
kurven). 一 条 这 种 标准 曲线 在 六 上 除了 交 出 二 重点 除 子 D 外 还 交 出 除 子 C, 则 C 
是 微分 类 的 有 效 除 子 , 并 且 , 因为 标准 曲线 除 D 外 总 是 交 出 完全 系 , 所 以 用 这 种 方 
法 可 以 得 出 微分 类 的 所 有 有 效 除 子 . 
如 果 我 们 在 以 后 说 , 伴随 曲线 yp 交 出 除 子 C, 我 们 的 意思 是 指 yp 除了 交 出 二 
重 扣除 子 D 外 还 交 出 除 子 C. 同样 , 如 果 yp 至 少 交 出 除 子 D + 0', 因而 也 就 是 当 
C' 是 先前 所 研究 的 除 子 C 的 一 部 分 时 , 就 说 p 经 过 除 子 C". 
在 p=0 的 情形 , 2p - 2 是 负 的 , 于 是 在 微分 类 中 不 能 给 出 有 效 除 子 . 在 这 种 
情形 下 , 根据 87.5 所 作 的 约定 我 们 记 微 分 类 的 维 数 为 一 1. 
设 p>1, 则 m 3, 平面 上 m 一 3 次 曲线 线性 无 关 的 个 数 是 
四-Dm -人 
2 
如 果 这 样 一 条 曲线 是 伴随 的 , 则 其 系数 在 每 个 7 重重 点 处 要 满足 
r(7—1) 
2 


个 条 件 方程 . 因为 线性 无 关 的 m - 3 次 伴随 曲线 的 个 数 至 少 等 于 
加 (m— 1)(m — 2) 


AV 
2 


2 2 


因而 对 p 之 1, 一 定 存在 标准 曲线 ,并 且 由 其 交 出 的 完全 系 的 维 数 至 少 是 p 一 1. 


中 仅 在 m = 3 时 讲 m 一 3 = 0 次 伴随 “曲线 ”可 能 没有 实质 的 意义 , 但 是 对 一 条 没有 二 重点 的 三 次 
曲线 则 很 可 能 存在 0 次 伴随 形式 , 即 常 数 , 由 其 交 出 的 完全 系 ( 维 数 0) 仅 由 实质 的 零 除 子 组 成 , 顺便 提 一 下 
这 与 p = 1 的 情形 就 常常 是 这 样 . 
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我 们 用 同样 的 方法 来 计算 m 一 1 次 伴随 曲线 所 交 出 的 完全 系 的 维 数 , 我 们 就 发 


现 其 值 至 少 是 
m(m 十 工 ) 


一 4 一 1 三 D 十 277n 一 2， 
这 个 完全 系 的 次 数 等 于 
m(m—1)—2d=2p+2m— ?2, 


这 在 p = 0 时 也 对 . 
推论 8.4.1 如 果 除 子 C 由 p 十 1 个 点 组 成 , 则 完全 系 |C| 的 维 数 至 少 是 1. 
证 了 明 过 p+1 个 点 可 以 作 一 条 m 一 1 次 伴随 曲线 ; 因为 前 面 已 算出 其 维 数 大 
于 等 于 p 十 1. 如 果 排 除 mm = 1 时 平庸 情形 , 这 条 曲线 对 C 外 还 交 出 C', 它 由 


(2p+2m—2)— (p+1)=p+2m—3 


个 点 组 成 . C' 对 于 m 一 1 阶 伴随 曲线 的 剩余 现在 是 一 个 完全 系 , 它 含有 除 子 C, 并 
且 至 少 有 维 数 
(p+2m—2)— (p+2m—3)=1. 口 

推论 由 此 得 证 

特别 是 在 p = 0 时 , 可 以 得 出 , 每 个 单独 点 属于 一 个 维 数 为 1 的 完全 系 . 这 个 
完全 系 把 曲线 厂 双 有 理 地 映 为 直线 . 于 是 每 条 亏 格 为 0 的 曲线 双 有 理 等 价 于 直线 . 
这 种 曲线 称 为 有 理 (rationale) 或 者 单行 曲线 (unikursale kurven). 

为 了 证 明 Riemann-Roch 定理 , Brill 和 Noether 提出 下 述 约 化 定理 (reduktion- 
ssatz): 

定理 8.4.1 设 C 是 有 效 除 子 , P 是 卫 的 简单 点 , 如 果 存 在 标准 曲线 p, 过 C 
但 不 过 C 十 书 , 则 书 是 完全 系 IC 十 P| 的 固定 点 . 

证 明 过 PP 作 直 线 g, 交 本 于 m 个 不 同 的 点 Pi, 忆 ,… ,Pm. 9 和 合成 一 个 
m 一 2 次 伴随 曲线 , 过 C+ 并 且 在 及 上 再 交 出 剩余 完全 系 E, 户 ,… , Pm 属于 五 
但 已 不 属于 它 . 为 了 得 出 完全 系 |C + P|, 根据 $8.2 我 们 作 所 有 可 能 的 m 一 2 阶 伴 
随 曲 线 . 所 有 这 些 曲 线 均 与 直线 9 有 公共 点 瑟 …… , Pm; 于 是 它 包 含 直 线 g, 从 而 
也 含有 点 P. 于 是 P 是 完全 系 的 固定 点 . 口 

一 个 有 效 除 子 C 的 特殊 性 指数 (spezialitatsindex) i 理解 为 过 C 的 线性 无 关 
的 标准 伴随 曲线 的 个 数 . 如 果 不 存在 这 种 曲线 , 则 令 i = 0. 如 果 i > 0, 则 称 C 为 
特殊 除 子 (spezieller divisor), 完全 系 |C| 为 特殊 系 (spezialschar). 

一 特殊 系 |C| 总 可 以 作为 另 一 特殊 除 子 C' 关于 标准 系 |W| 的 剩余 完全 系 而 
得 出 . 即 过 C 作 一 标准 曲线 , 则 此 曲线 交 出 除 子 C + C' = W, 并 且 根据 $8.2 完全 
系 |C| 是 C' 关于 标准 完全 系 |W| 的 剩余 完全 系 . 
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一 个 次 数 大 于 2p - 2 的 除 子 一 定 不 是 特殊 的 , 因为 W 有 次 数 2p - 2. 另 一 方 
面 , 次 数 小 于 p 的 除 子 一 定 是 特殊 的 : 因为 过 p 一 1 个 点 一 定 可 以 作 完全 系 |W| 的 
一 个 除 子 , 因为 此 完全 系 的 维 数 至 少 等 于 p 一 1. 
Riemann-Roch 定理 (按照 Brill-Noether 的 表述 ) 是 说 : 
定理 8.4.2 设 n 和 ji 是 一 个 有 效 除 子 C 的 次 数 和 特殊 性 指数 , r 是 完全 系 
IC| 的 维 数 , 则 有 
7 二 nn 一 Dp 十 (8.4.1) 


证 明 (1) 当 ii=0. 如 ”> 0, 则 我 们 取 一 点 P, 并 保持 它 固定 ( 它 不 是 一 开始 
职 是 完全 系 的 所 有 除 子 的 固定 点 ), 并 作 P 对 |C| 的 剩余 |Ci|. 01 的 特殊 性 指数 还 
是 等 于 零 , 因为 如 果 有 过 C1 的 伴随 曲线 , 则 根据 约 化 定理 , P 是 |C1 + P|=|C| 的 
固定 点 , 但 现在 并 不 是 这 种 情形 . 当 从 C 转 到 01, 维 数 + 和 次 数 ”都 减 1, 而 p 和 
i(= 0) 本 身 不 变 , 因而 只 要 (8.4.1) 对 C1 成 立 , 则 式 (8.4.1) 对 C 成 立 . 用 这 种 方 
式 继续 做 下 去 , 即 再 固定 一 个 点 , 直到 完全 系 的 维 数 成 为 0. 我 们 现在 来 证 明 , 在 这 
种 情形 下 ( 即 i=7 =0) 式 (8.4.1) 成 立 , 即 证 明 这 是 ”= p. 显然 , n 不 可 能 小 于 p. 
因为 这 样 根据 前 面 所 作 的 注 , 有 i > 0. 如 果 有 n > p, 则 可 以 从 C 中 取出 p 十 1 个 
扩 , 并 且 这 个 除 子 可 以 嵌入 一 个 维 数 大 于 0 的 线性 系 ( 见 推论 8.4.1). 现在 将 C 中 
其 余 点 作为 固定 点 再 添加 上 去 , 就 能 得 到 一 个 线性 系 , 它 含 有 C, 且 又 维 数 大 于 0， 
这 与 7 = 0 的 假设 矛盾 , 于 是 只 剩 下 n =p 的 可 能 性 . 式 (8.4.1) 对 这 种 情况 就 得 到 
证 明 . 

(2) 当 i > 0. 对 i 完全 归纳 : 设 对 特殊 性 指数 是 i 一 1 时 式 (8.4.1) 正确 . 我 们 
过 C 作 一 条 标准 曲线 , 因为 i > 0, 这 是 可 能 的 , 再 在 上 取 一 个 不 在 此 标准 曲线 
上 的 简单 点 P, 由 约 化 定理 , P 是 完全 系 |C + P| 的 固定 点 . 这 个 完全 系 和 原来 的 
完全 系 |C| 有 同样 的 维 数 x. 另外 , 其 次 数 是 ”+ 1, 特殊 性 指数 是 i 1, 因为 除 C 
外 还 要 过 P 这 一 条 件 是 对 标准 曲线 的 系数 的 一 个 线性 条 件 方程 . 因而 根据 归纳 假 
定 有 

7 二 (n+1)—p+(i—-1)=n—p+i. 


这 就 结束 了 证 明 . 它 也 可 以 这 样 简单 地 完成 , 即 在 第 一 种 情形 作 |C - P|, 在 第 二 种 
情形 作 |C + P|, 且 对 两 者 都 用 约 化 定理 , 这 样 + 和 i 就 减 小 , 直到 它们 二 者 都 变 
为 零 . 口 

推论 8.4.2 7 >n 一 p 恒 成 立 , 其 中 等 号 在 非特 殊 化 除 子 时 成 立 . 

推论 8.4.3 标准 系 的 维 数 正好 等 于 p 一 1. 因为 它 的 次 数 n = 2p 一 2, 特殊 性 
指数 i 二 1. 

Riemann-Roch 定理 也 可 以 另类 表达 , 记 {C} 为 完全 系 |C| 的 维 数 , 则 显然 有 


{W—C}=i-1, 
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因而 式 (8.4.1) 就 可 以 表 为 
{0C}=n—p+1+ {Wo— oC}. (8.4.2) 
再 引入 |W - C| 的 阶 
n’ 一 (2p 一 2) 一 mu， 
则 (8.4.2) 就 可 以 写成 对 称 形 式 


{C 3 ={W—0C}- (8.4.3) 


我 们 对 C 是 有 效 除 子 或 至 少 等 阶 于 这 种 除 子 情况 来 证 明 式 (8.4.3). 但 是 因 可 
以 交换 C 和 WC 的 地 位 , 则 式 (8.4.3) 从 而 也 有 式 (8.4.2), 在 W 一 C 等 价 于 一 
个 有 效 除 子 时 也 成 立 , 但 是 这 时 容易 证 明 , 当 C 或 W - C, 等 价 于 一 个 整除 子 时 ， 
也 即 当 {0C} = {WV 一 0} = -1 时 , 式 (8.4.2) 成 立 . 

设 C 是 两 个 整除 子 的 差 : C = 4 一 B, B 的 次 数 是 b, 于 是 4 的 次 数 就 是 n 十 b. 
如 果 n > p, 则 根据 推论 8.4.2, 完全 系 |4| 的 维 数 


> (n+b)—p>b, 


从 而 可 以 找到 一 个 与 4 等 价 的 有 效 除 子 4', 使 B 为 组 成 部 分 , 并 且 C=A-B~ 
4' 一 B 等 价 于 一 个 有 效 除 子 , 这 与 假定 矛盾 . 于 是 n < p 一 1. 同样 也 有 


n=(2p—2)—-ngp-—1, 
因而 
np 一 1. 

这 样 导 出 n = p 一 1; 于 是 (8.4.2) 的 两 端 之 值 为 一 1. 

因此 对 每 个 n 次 除 子 C 成 立 式 (8.4.2)， 这 个 命题 就 是 一 般 Riemann-Roch 
定理 . 

练 习 8.4 
1. 设 C = 4 一 B 是 两 个 整除 子 的 差 , 则 特殊 性 指数 
i={W—0C}+1 


等 于 那些 线性 无 关 微 分 的 个 数 , 这 些微 分 在 4 的 点 上 有 零点 , 且 其 阶 数 至 少 是 这 些 反 的 重 数 , 而 
在 B 的 点 仅 有 极点 , 且 其 阶 数 至 多 等 于 其 重 数 . 

2. 在 练习 8.4 题 1 的 基础 上 试 证 : 正好 存在 p 个 没有 极点 的 线性 无 关 微 分 . 不 存在 正好 有 
1 个 1 阶 极点 的 微分 , 有 2 个 1 阶 极点 或 1 个 2 阶 极点 的 线性 无 关 微分 的 个 数 是 p + 1, 即 等 
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于 没有 极点 的 微分 个 数 加 1. 假定 再 增加 1 个 极点 或 把 某 个 极点 的 阶 升 高 1, 则 线性 无 关 的 微分 
的 个 数 也 增加 1. 

3. 气 格 为 1 的 曲线 (“椭圆 线 ”) 一 定 双 有 理 等 价 于 无 二 重点 的 平面 3 阶 曲线 (有 理 映射 是 
通过 3 阶 2 维 完全 系 所 引入 ). 

4. 起 格 2 的 曲线 等 价 于 有 一 个 二 重点 的 4 阶 曲线 . 

5. 一 条 亏 格 3 的 曲线 或 者 双 有 理 等 价 于 无 二 重点 的 4 阶 曲线 或 者 双 有 理 等 价 于 具有 一 个 
3 重点 的 5 阶 曲线 , 这 要 看 其 标准 系 是 简单 的 还 是 复合 的 而 定 . 


88.5 至 间 的 Noether 定理 


设 f 和 g 是 未 定 元 zo, zi za, zs 的 两 个 互 素 形式 , 我 们 问 , 在 什么 条 件 下 就 会 
有 第 三 个 形式 F, 可 表示 为 
F=Af+Bo. (8.5.1) 


回答 是 由 下 述 定理 给 出 的 : 

定理 8.5.1 如 果 一 个 一 般 平 面 与 曲面 1 一 0,g = 二 0 和 万 二 0 交 出 这 样 三 条 
曲线 , 使 得 第 三 条 曲线 在 前 面 两 条 曲线 的 交点 上 满足 Noether 条 件 (参见 88.1), 则 
有 (8.5.1). 

证 明 设 一 般 平面 由 通过 3 个 一 般 点 p,g,7 所 确定 , 它 的 参数 表示 为 


Yk = AlDK + Mgqk 十 Nark. (8.5.2) 


交 曲 线 的 方程 通过 将 (8.5.2) 代入 方程 f = 0,g = 0,F = 0 而 得 到 ， 因 为 满足 
Noether 条 件 , 所 以 根据 平面 的 Noether 定理 , 有 


F(AMPp+ Mg+ N37)= A(N)F Op + Xag 十 和 ar) 
+B(A)g(AMp + Xzg + Xar)， 


它 对 Xi, Xz, Xs 恒 等 成 立 ， 根 据 定理 8.1.1(88.1) 的 系 , 形式 4(A),B(A) 的 系数 是 
p;q,7 的 有 理 函 数 . 

可 以 这 样 取 点 p,q,7 的 特殊 化 , 以 使 这 些 有 理 函数 有 意义 : 我 们 特别 取 p,q 为 
定点 ， 7 是 确定 直线 r= 二 8+ht 上 的 一 般 点 . 

代入 (8.5.3), 我 们 就 得 


有 (AID 十 X2g 十 和 ss 十 M34t) = A(A)f (Mp 十 Xog 十 和 ss 十 Nant) 
+B(A)g(AMp 十 M2q + M3s + Mnt). 


我 们 把 左 端 简 记 为 五 (和 ,w)， 相 应 地 用 记号 户 , 9 来 记 等 式 右 端 的 /和 。 形式 
4(A) 和 B(A) 与 上 有 理 相关 , 我 们 在 式 (8.5.4) 两 端 乘 以 / 的 多 项 式 , 使 右 端 对 


(8.5.3) 


(8.5.4) 
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为 整 有 理 : 
h(p) FN, 4) = Ai(N,p)fi(N, 1) + Bi(N, AN)91(A, AD (8.5.5) 
我 们 把 h(4) 分 解 为 线性 因子 
h(p) = (4 — an)(k — 2) (一 as)， 


我 们 来 探讨 , 如 何 使 (8.5.5) 逐步 变形 , 使 这 些 线性 因子 可 以 依次 消去 , 在 (8.5.5) 中 
令 人 /= al, 则 左 端 化 为 零 , (8.5.5) 变 为 


Ai (A, cl1) 亡 (入 Q1) 十 已 1 (入 ， Q1)91 (A, Q1) 一 0. (8.5.6) 


假如 曲面 f = 0 和 g = 0 的 交 曲线 含 有 若干 平面 曲线 IT 为 组 成 部 分 , 我 们 能 选取 
p 和 g, 使 它们 不 和 某 一 IT。 在 同一 平面 上 , 这 就 意味 着 , 和 1, Xz, Xs 的 形式 


fi (A, Q) 一 f(Ap 十 入 20 十 入 35 十 和 3at )， 


91(A,Q) = g(A1p + M2g + M35 + M3at) 


对 a 的 每 个 值 是 互 素 的 , 从 (8.5.6) 导出 , 41(A al) 可 被 g1 (和 , ai) 除 尽 , Bi1( 和 , a1) 
可 被 有 (和 ,ai) 除 尽 : 
Al (NA al) 一 C1(A)91 (AN Q1), 


已 (入 ， Q1) 一 一 C1 (Nf (入 ; CQ1 ). 


Ai(M, 1) — C1(N)gi1(N, 1), 
Bi(M, 4) + Ci(N)fi(N, 1) 
二 者 对 /= al 都 为 零 , 于 是 都 可 被 4 一 al 整除 : 
A1(M,1) = C1(N)g91(N, 1) + (4 — 01)A2(N, 1) 
Bi (AN 4) = —C1 AN)f (AN 4) 十 (4 Q1)B2(A, 4). 
将 它们 代入 (8.5.5), 消去 C1( 和 ) 项 , 就 有 
h(pF (MN, NA) = (4 — 1)A2(N, fi (Np) + (4 — 01)B2(N, 1)91(N, 1). 


我 们 可 以 从 两 边 消去 (1 一 a1), 并 重复 这 一 方法 , 直至 所 有 因子 (1 一 a1):… (4 一 xs) 
全 部 消去 . 于 是 有 


Fi(N, 1) = AOA, WW AION, HW) + BON, 1H)91(N, 4). 
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我 们 在 左 端 和 右 端 代入 
H= 和 3 ， 


其 中 Xa 是 一 个 新 的 未 定 元 , 两 端 再 乘 以 Xs 的 这 样 一 个 究 , 使 它们 都 成 为 整 有 理 ， 
再 用 上 述 做 法 消去 As 的 因子 . 于 是 我 们 得 到 


Fi (和 1D 十 和 A29 十 和 35 十 和 4t) 一 A’'(A)f(Ap 十 和 29 十 和 35 十 A4t) 


(8.5.7) 
+B'(A)g(Nip + Xag + M3s + Mat). 


最 后 解 关 于 Xi, 和 2, 和 3, 和 4 的 方程 
NPEk + M2g9k + N35k + Matk = Zk, 


如 果 p,q,7,s 是 线性 无 关 的 点 , 这 是 一 定 可 能 的 , 再 将 这 样 得 出 的 和 值 代入 . (8.5.7) 
就 变 为 要 求 的 恒等式 (8.5.1). 口 

从 证 明 中 推出 , 要 求 Noether 条 件 在 一 个 一 般 平 面 上 得 到 满足 , 也 可 以 换 成 要 
求 它 在 一 个 确定 的 束 的 一 般 平面 上 得 到 满足 , 只 要 假定 这 个 束 中 没有 平面 会 含有 曲 
面 f= 0 和 y=0 的 交 曲线 的 一 个 组 成 部 分 . 

空间 的 Noether 定理 的 条 件 特别 可 被 满足 , 如 果 曲 面 f = 0 和 9 = 0 的 交 曲 
线 的 每 个 组 成 部 分 重 数 为 1, 并 且 F = 0, 含有 整个 交 曲 线 ; 或 者 , 如 果 一 个 一 般 平 
面 与 f = 0 和 9g = 0 的 交 曲 线 的 交点 是 f = 0 的 简单 点 , 并 且 这 条 交 曲 线 的 每 个 
不 可 约 分 布 在 F = 0 和 f =0 的 交 曲 线 中 以 至 少 同样 的 重 数 出 现 (参见 88.1 定理 
8.1.2). 

用 如 同 这 里 把 平面 Noether 定理 推广 到 空间 的 完全 同样 的 方法 , 也 可 以 从 空间 
Sn 转 到 空间 S%41. 通过 对 ”的 完全 归纳 法 可 以 得 出 对 空间 5 的 Noether 定理 . 

定理 8.5.2 ”如 果 5 中, 一般 平 面 S2 在 超 曲面 /= 0,9=0 和 已 =0( 其 中 
f,9 是 互 素 的 形式 ) 上 交 出 这 样 的 三 条 曲线 , 即 第 3 条 曲线 在 前 两 条 曲线 的 交点 处 
满足 Noether 条 件 , 则 有 恒等式 


F= Af+By. 


作为 应 用 , 我 们 证 明 下 述 定理 : 

定理 8.5.3 在 Sn 中 一 无 二 重点 的 二 次 曲面 Q 上 的 n 一 2 维 代数 流 形 M 在 
n > 3 时 一 定 是 和 另 一 超 曲面 的 交 . 
证 明 我 们 从 Q 中 不 在 M 上 的 一 点 O 作 M 射影 . 射影 锥 KK 是 空间 5; 的 
超 曲 面 . Q 和 K 的 交 是 由 8 上 这 种 点 4 所 组 成 , 4 和 O 的 连 线 与 流 形 M 相遇 . 
设 一 个 这 种 点 4 不 在 8@ 位 于 O 处 的 切 超 平面 上 , 则 04 不 在 8 上 ; 从 而 与 Q 仅 
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交 于 O 和 4; 因为 现在 O 不 属于 M, 4 必须 属于 M. Q 和 天 的 完全 交 于 是 由 M 
的 所 有 所 以 及 还 可 能 有 8 在 O 处 的 切 超 平 面 5,_! 上 某 些 点 组 成 . 

现在 5%_1 在 @ 上 交 出 二 次 锥 面 K_z, 它 与 S9。1 中 任 一 9。 的 交 根 据 81.9 
是 5,_2 中 一 个 无 二 重 奇 点 的 二 次 曲面 Q。3. 它 在 ”> 3 时 一 定 是 不 可 约 的 ; 于 是 
锥 K;,_2 也 是 不 可 约 的 ( 且 维 数 为 n 一 2). 

Q 和 KK 的 交 的 所 有 不 可 约 的 组 成 部 分 根据 86.4 有 维 数 n 一 2. 首先 M 的 不 
可 约 组 成 部 分 属于 这 些 组 成 部 分 . 如 果 还 有 其 他 组 成 部 分 , 则 正如 我 们 看 到 的 那样 ， 
一 定 含 在 不 可 约 锥 K;,_2 中 , 又 因为 K,_2 是 n 一 2 维 不 可 约 流 形 , 从 而 是 恒 等 于 
Kn_2. 因此 , Q 和 天 的 交 是 由 M 和 带 有 某 个 重 数 j 的 锥 天 。 2 组 成 , 这 里 j 也 
可 以 是 零 . 

如 果 jy = 0, 则 证 明 已 经 完成 , 因此 , 设 yy > 0. 1 次 计数 的 平面 9。1 可 设 有 方 
程 L* = 0. 再 设 K 和 Q 的 方程 可 以 是 KK =0 和 QQ =0. 于 是 Lx 和 Q 的 交合 在 
K 中 . 如 令 Lr,Q 和 K 与 一 般 平 面相 交 , 则 Noether 条 件 满足 , 因为 Q 没有 多 重 
点 , 并 且 K 在 K,_2 中 与 Q 相交 重 数 具有 和 Lr 一 样 的 重 数 六 于 是 有 恒等式 


K= AQ+BL". 


K=0 与 @=0 的 交 和 Q@=0 与 BL+=0 的 交 一 样 . 它 分 解 为 4 次 计数 的 锥 K,,_。 
和 流 形 M. 于 是 M 是 超 曲 面 8=0 和 B=0 的 完全 交 . 这 就 证 明了 定理 . 口 
在 n= 5 的 特殊 情形 , 如 果 根 据 81.7, 将 二 次 曲面 8 映 到 空间 5 的 直线 上 , 我 
们 就 得 到 下 面 的 Felix Klein 的 定理 : 
Ss 中 每 个 线 从 可 由 Pliicker 坐标 的 两 个 方程 给 出 , 其 中 第 一 个 是 恒等式 


T01723 十 T02731 十 T03712 一 0. 


88.6 ”4 阶 以 内 的 空间 曲线 


我 们 将 在 本 节 列 举 并 研究 53 中 1, 2, 3 和 4 阶 这 几 种 最 低 阶 的 不 可 约 空间 
曲线 . 

1 阶 空间 曲线 是 直线 . 

这 时 过 曲线 的 两 点 作 两 个 平面 , 则 这 两 个 平面 与 曲线 有 多 于 1 个 的 交点 , 从 而 
含有 此 曲线 . 

不 可 约 2 阶 空间 曲线 是 圆锥 曲线 . 

这 时 过 曲线 上 3 个 点 作 一 平面 , 则 此 平面 必 含 有 此 曲线 . 平面 不 可 约 二 阶 曲线 
也 就 是 圆锥 曲线 . 

3 阶 不 可 约 空间 曲线 或 是 平面 曲线 或 是 在 81.11 意义 下 的 3 次 空间 曲线 . 
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这 时 过 此 曲线 的 7 个 点 总 可 以 作 两 个 2 次 曲面 . 它们 都 必 含 此 曲线 , 因为 它们 
与 曲线 的 交 多 于 6 个 点 . 如 果 有 一 个 曲面 分 解 为 两 个 平面 , 则 曲线 位 在 其 中 一 个 平 
面 上 , 从 而 是 平面 曲线 . 如 果 两 个 曲面 都 是 不 可 约 的 , 则 它们 没有 公共 组 成 部 分 , 从 
而 它们 的 交 是 含有 给 定 3 阶 曲线 的 一 4 阶 曲 线 , 因此 说 分 解 为 此 3 阶 曲 线 及 一 条 
直线 . 如 两 个 二 次 曲面 的 交 中 含有 一 条 直线 , 则 根据 $1.11, 则 其 交 是 由 这 条 直线 和 
为 一 条 3 次 空间 曲线 , 或 分 解 为 圆锥 曲线 及 直线 组 成 . 

不 可 约 4 阶 空间 曲线 或 者 是 平面 曲线 或 者 位 于 至 少 一 个 二 次 超 曲面 上 . 

这 时 过 曲线 的 9 个 点 总 可 以 作 一 二 次 曲面 . 它 必定 含有 该 曲线 , 因为 它 与 此 曲 
线 的 交点 多 于 8 个 . 如 果 此 二 次 曲面 分 解 为 两 个 平面 , 则 曲线 位 于 其 中 一 个 平面 上 ; 
否则 , 它 就 位 于 一 不 可 约 二 次 曲面 上 . 

我 们 不 去 讨论 4 阶 平面 曲线 ; 而 将 注意 力 转向 真正 的 空间 曲线 . 如 果 过 这 种 曲 
线 有 两 个 不 同 的 (不 可 约 ) 二 次 曲面 , 则 此 空间 曲线 显然 就 是 这 两 个 二 次 曲面 的 完 
全 交 , 那么 我 们 称 它 为 第 一 类 4 阶 空间 曲线 (raumkurve 4. ordnung erster art), 记 作 
Cf. 如 果 过 此 曲线 仅 有 一 个 二 次 曲面 , 则 称 它 为 第 二 类 4 阶 空间 曲线 (Raumkurve 
4. ordnung zweiter art)Cf 7 

于 此 有 下 列 定 理 . 

定理 8.6.1 如 果 4 阶 空间 曲线 位 于 二 次 锥 面 KK 上 , 则 它 是 第 一 类 的 , 即 它 是 
锥 面 及 另 一 二 次 曲面 的 完全 交 . 

证 明 过 此 曲线 上 13 个 点 至 少 有 co6 个 三 次 曲面 , 因为 由 $1.10, 三 次 曲面 可 
以 映 为 线性 空间 Sie 中 的 点 , 在 S19 中 , 13 个 线性 方程 至 少 确定 一 个 6 维 子 空间 ， 
在 这 oo 个 三 次 曲面 中 有 co3 个 为 可 分 解 曲面 , 它们 以 锥 面 K 为 组 成 部 分 . 于 是 
一 定 存 在 一 个 含有 此 曲线 的 三 次 曲面 , 后 者 不 以 天 为 组 成 部 分 , 这 个 三 次 曲面 书 
与 锥 面 KK 相交 于 一 条 6 阶 曲 线 , 它 由 给 定 曲线 C4 和 圆锥 曲线 或 由 04 与 两 条 直 
线 组 成 . 但 圆锥 曲线 或 K 上 的 直线 对 一 定 是 K 与 平面 的 交 ?, 譬如 说 , 是 K 和 平 
面 忆 的 交 . 

现在 我 们 在 K 和 上 应 用 空间 Noether 定理 . F 含有 KK 和 万 的 完全 交 ， 
如 果 后 者 是 两 个 互相 重合 的 直线 , 则 F 和 K 的 交 含 有 此 直线 也 是 两 重 的 ; Noether 
条 件 因而 总 能 得 到 满足 . 设 下 = 0,K = 0,E=0 是 下 K,E 的 方程 , 则 有 


F= AK+BE, 


曲线 C4 位 于 曲面 Ff =0 和 KK =0 上 ,但 不 位 于 平面 5 =0 上 , 于 是 它 也 位 于 二 次 
曲面 B= 二 0 上 . 口 


中 这 个 结论 仅 对 锥 面 ， 而 不 对 其 他 二 次 曲面 成 立 ， 因 为 在 一 个 二 次 直 纹 面 上 的 直线 对 可 以 由 两 条 斜 直 
线 构成 . 


88.6 ”4 阶 以 内 的 空间 曲线 . 207 . 


从 定理 8.6.1 得 到 , 第 二 类 4 阶 空间 曲线 不 会 位 于 锥 面 上 , 而 是 位 于 一 无 二 
重点 的 二 次 曲面 8 上 . 再 作 过 C4 而 不 含 Q 的 三 次 曲面 F, 则 F 和 @ 的 完全 
交 是 由 曲线 C4 和 两 条 同一 系 的 (也 可 能 是 重合 的 ) 直线 组 成 .因为 如 果 其 剩余 交 
(restschnitt) 是 一 不 可 约 圆锥 曲线 或 是 由 两 条 不 同系 的 直线 组 成 ， 则 在 前 一 证 明 所 
采用 的 结论 的 基础 上 借助 于 Noether 定理 得 出 , C 还 位 于 另 一 二 次 曲面 上 , 即 是 第 
一 类 的 . 

在 二 次 曲面 CQ 上 的 两 个 直 纹 系 以 I 和 II 来 记 , FF 与 @ 的 相交 , 除 C4 外 , 还 
有 两 条 和 斜 交 或 相 重 合 的 直线 . 我 们 用 g 和 g' 来 表示 它们 . 我 们 可 以 假设 9 和 9 属 
于 系 I. 系 了 的 一 般 直线 与 曲面 FF 交 得 3 点 , 于 是 它 也 与 曲线 C4 交 于 3 点 (三 点 
是 互 不 相同 的 , 例如 , 可 根据 87.6 的 Bertini 第 一 定理 ). 系 I 的 一 般 直线 同样 交 
F 于 3 点 , 其 中 2 点 显然 在 g 和 g 上 , 因此 对 C4 仅 余 下 一 点 , 于 是 曲线 C4 与 系 
I 的 每 条 一 般 直 线 交 于 3 点 , 而 与 系 1 的 每 条 直线 交 于 1 点 . 

通过 这 个 性 质 , 可 以 本 质地 将 它 与 Q 上 给 定 的 第 一 类 曲线 C4 区 别 开 来 , 这 第 
一 类 曲线 是 由 Q 与 男 一 二 次 曲面 相交 而 得 到 的 , 因为 此 曲线 显然 与 8@ 的 所 有 母线 
交 出 两 点 . 于 是 得 到 , 与 Q 共有 系 了 的 两 条 母线 的 三 次 曲面 F 和 Q@ 的 剩余 交 线 绝 
不 是 第 一 类 曲线 C4; 因为 它 与 系 了 的 每 条 母线 交 于 3 点 而 与 系 IT 的 交 于 1 氮 . 

我 们 总 起 来 有 : 

存在 两 类 4 阶 空间 曲线 . 曲线 Of 是 定义 为 两 个 二 次 曲面 的 完全 交 . 曲线 0 
是 二 次 直 纹 面 8 与 三 次 曲面 五 的 剩余 交 , 它 含 有 Q@ 的 直 纹 系 中 的 两 条 母线 . 反之 ， 
每 个 这 种 剩余 交 , 只 要 它 不 可 约 , 就 是 04 . O4 与 @ 的 一 个 直线 系 的 每 条 母线 交 
于 三 点 , 与 另 一 系 中 直线 交 于 一 点 . 反之 , O04 与 其 所 属 的 二 次 曲面 上 每 条 母线 却 交 
于 两 点 . 

曲线 C4 是 有 理 的 , 我 们 过 系 工 的 一 条 母线 作 所 有 可 能 的 平面 , 则 这 些 平面 与 
曲面 8 还 交 于 系 I 的 母线 , 与 曲线 C4; 交 出 一 点 (不 涉及 曲线 与 系 工 的 母线 交 于 
3 个 定点 , 我 们 就 是 从 此 出 发 ). 于 是 在 C4 上 存在 1 阶 的 点 组 构成 的 线性 系 . 根据 
87.2, 它 把 Cf 双 有 理 映 为 直线 . 

为 了 更 进一步 研究 二 次 直 纹 面 Q 上 的 4 阶 曲线 , 我 们 取 Q 的 方程 形式 为 


yoy1 一 Yy2y3 = 0, 

并 且 通 过 

yo = 和 1HN1， 

Yy1 = 入 2/2， 

ga2 = 和 1H2， 

y3 = 和 2H1 
引入 两 个 齐 次 参数 对 和 , 1. 参数 直线 和 为 常数 和 j 为 常数 是 系 工 和 II 的 母线 , Q 
与 另 一 二 次 曲面 9 = 0 的 交 可 由 将 (8.6.1) 代入 方程 g = 0 而 得 出 , 即 为 对 和 , 同样 


(8.6.1) 
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也 对 为 2 次 的 方程 
aoAt ns 十 a1Mt 112 十 …: 二 .ag 和 A212 二 0. (8.6.2) 


如 果 左 端 是 不 可 分 解 的 , 则 它 就 表示 一 条 曲线 Cf， 用 同样 地 方法 , @ 与 三 次 曲面 
F = 0 相交 的 方程 是 对 入 和 对 人 都 是 3 次 的 方程 . 现在 三 次 曲面 F 含有 两 条 直线 
和 = 常数 , 故 所 得 出 的 次 数 为 3, 3 的 方程 必定 有 两 个 和 的 线性 因子 ; 析出 这 两 个 因 
子 后 , 余下 次 数 为 1, 3 的 方程 


aoA11 十 Q1A111N2 十 …… 十 a7 A213 二 0. (8.6.3) 


于 是 方程 (8.6.3) 表示 的 是 曲线 C4. 

在 映射 (8.6.1) 的 基础 上 , Q 是 作为 一 个 二 重 射影 空间 的 像 出 现 的 (参见 81.4). 
Q@ 的 平面 交 刻 画 了 把 和 直线 的 点 映 为 直线 的 点 的 射影 变换 . Q 上 的 3 次 空间 曲 
线 将 由 和 ,1 的 次 数 为 2,1 或 1,2 的 方程 表示 , 这 一 关于 二 次 曲面 上 曲线 的 几何 的 
简短 说 明 就 讲 到 此 . 

如 同一 切 有 理 曲 线 一 样 , 曲线 Cf 的 亏 格 为 0, 为 了 求 出 曲线 04 的 亏 格 , 我 们 
可 从 8@ 上 一 般 选 出 的 点 O 出 发 将 它 投射 到 平面 上 . 得 出 一 条 平面 4 阶 不 可 约 曲 
线 .Q 上 过 O 的 两 条 直线 上 有 Cf 的 两 个 点 , 经 投射 后 变 为 平面 上 的 一 个 点 ; 因而 
这 个 投影 就 有 两 个 节点 . 投影 还 有 其 他 二 重点 的 充 要 条 件 是 原来 曲线 还 有 这 种 二 
重点 . 现在 根据 83.11 的 公式 来 计算 射影 曲线 的 亏 格 , 则 其 值 为 1 或 0, 就 原来 曲线 
有 无 一 个 二 重点 而 定 ; 当 多 于 1 个 二 重点 时 , 曲线 一 定时 可 分 解 的 , 根据 亏 格 的 双 
有 理 映 射 不 变性 , 由 此 得 出 : 

空间 曲线 C4 的 亏 格 是 1, 如 果 曲 线 没 有 重点 ; 亏 格 是 0, 如 果 有 一 个 重点 . 


练习 8.6 


1. 使 二 次 直 纹 面 @ 与 三 个 平面 相交 , 并 且 在 一 个 系 的 每 条 母线 上 作 上 述 三 个 平面 交点 的 第 
4 个 调和 点 已, 则 P 遍历 一 条 曲线 CO 和 (可 以 用 A, py 写 出 曲线 方程 ). 

2. 空间 4 阶 曲线 或 者 是 有 双重 点 的 C7, 或 者 是 C, 在 这 两 种 情形 下 , 曲线 的 一 般 点 的 坐 
标 都 与 两 个 齐 次 参量 和 ,jy 的 4 个 4 次 形式 成 比例 . 

3. 曲线 C7 或 C$ 和 从 曲线 上 一 个 简单 点 出 发 投射 得 出 一 平面 3 阶 曲线 , 有 无 双重 点 按 其 亏 
格 来 定 . 

4. 通过 曲线 方程 的 计算 证 明 : Cf 从 Q 的 一 般 点 出 发 的 射影 而 产生 的 两 个 二 重点 实际 上 是 
通常 节点 ( 选 和 上 面 一 样 的 曲面 方程 并 以 O 作为 坐标 系 顶 点 ). 

5. @ 上 曲线 , 其 方程 是 由 参数 和 , 4 的 和 mm 次 方程 给 出 , 则 其 亏 格 等 于 


p= (nl)(m-1)-d-s, 


其 中 d 是 二 重点 数 , s 是 按 83.11 意义 的 尖 点 数 
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本 章 中 研究 的 主题 对 代数 曲面 的 理论 有 基本 的 意义 . 概括 地 说 , 此 处 处 理 了 “无 
穷 邻 近 点 ”这 个 概念 的 精确 定义 , 我 们 下 面 叫 它 邻 近 点 . Noether 在 他 奇 点 消除 的 
工作 (参见 83.10) 后 紧 接 着 第 一 个 提出 了 这 个 概念 ， Enriques 2 对 它 做 了 进一步 发 
展 . 

为 了 本 书 的 篇 幅 不 至 于 过 分 膨大 , 遗憾 的 是 , 比 之 前 的 几 章 , 我 们 只 能 更 加 简 
略 地 去 研究 这 一 主题 ; 特别 地 是 , 我 只 能 放弃 用 例子 来 解释 引入 的 概念 . 因此 迫切 
地 要 求 读者 去 完成 所 给 的 练习 . 在 刚才 引用 的 Enriques 的 工作 中 , 我 们 可 以 找到 关 
于 这 方面 的 一 个 详细 的 、 讲 义 式 的 卓越 简 述 , 其 中 有 详尽 的 例子 . 另外 , 我 还 推荐 
Zariski@ 的 一 个 值得 注意 的 工作 , 在 他 的 著作 中 , 无 限 邻 近 点 的 理论 是 紧密 地 与 赋 
值 论 以 及 理想 理论 结合 着 . 


89.1 两 个 曲线 分 文 的 相交 重 数 


本 章 中 我 们 用 非 齐 次 坐标 x,y; 坐标 原点 (0, 0) 将 用 O 标记 . 
一 条 代数 曲线 在 点 O 的 分 支 , 如 果 其 切线 不 是 y 轴 , 则 由 共 斩 才 级 数 的 一 个 
闭 链 所 决定 , 这 个 财 链 是 从 一 个 大 级 数 


vv /+v vv /十 .… 十 v(3) 
Vv 


y= aia Far + .tar (9.1.1) 
利用 替换 
rr 一 6zr， 其 中 必 =1 
而 形成 . 同样 的 办 法 我 们 给 出 第 二 个 分 支 , 它 由 震级 数 
T= br + hr br b+ (9.1.2) 


给 定 @. 当 开 头 的 几 个 系数 a,a1,.… ,as 与 共 罗 于 (9.1.2) 的 究 级 数 矿 ,52,… ,之 


QD Enriques F, Chisini O. Teoria geometrica delle equazioni e delle funzione algebriche，Vol.IL 
Libro Quarto. Bologna, ed. Zanichelli. 

© Zariski O. Polynomial ideals defined by infinitely near base points. Amer. J. Math. Bd. 
60(1938) S. 151~204. | 

@) 在 这 两 个 军 级 数 中 , 我 们 将 只 标 出 都 不 等 于 零 的 项 , 而 只 有 第 一 项 az 或 bx 允许 是 零 . 
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一 的 开头 的 几 个 系数 一 致 , 即 当 有 


as =bsCH ttp®) 
时 , 我 们 把 它们 简 记 作 
(aa ,as) = (b,b1,:.. ,bs). 
由 式 (9.1.1) 和 式 (9.1.2) 给 的 两 个 分 支 的 相交 重 数 定义 为 : 将 
VY — Ty — 2) (Y — Y,) 


看 作 第 一 列 的 局 部 单 值 化 变 元 r = z* 的 徊 级 数 时 , 该 级 数 的 阶 , 而 且 在 此 这 两 个 
分 支 的 地 位 是 可 以 互 换 的 . 下 面 的 定理 给 出 了 这 个 重 数 的 精确 的 值 . 

定理 9.1.1 设 由 (9.1.1) 和 (9.1.2) 给 定 的 两 个 分 支 , 在 它们 级 数 展 开 中 的 头 
5 十 1 个 项 都 一 样 . 那么 , 有 


2 (0',0)=1 
vy ph 
yy/! 1/ 1/ 
一 ”一 二 一 人 ) (0”， 01) 一 ]， 
A H 001 
i (9.1.3) 
(s) (s) (s) 
Vv 
一 A 一 -人  , (ets),o。 1) 一 ]， 
4 H CC1 Os—1 


如 果 现 在 有 


ystl) jst) 


》 


7 p 
则 两 个 分 支 的 相交 重 数 等 于 和 ,入 中 较 小 者 , 此 处 


y/! yy!!! y(s+1) 
入 = 了 凤 上 + 和 + 和 +- 
0 001 001:*°* Os—l 
yy!! yp yi(st+1) 
A er 


Nt t+ 


反之 , 如 有 


zetD Not oletD) 


H C01:*'* Os 


89.1 ”两 个 曲线 分 支 的 相交 重 数 .211 . 


一 -一 ” 
但 
(a, C1 ) Qs+1) 一 (b, b1,: “， , bs+1) 


不 成 立 , 则 入 二 入 且 入 就 是 相交 重 数 . 
引 理 9.1.1 从 式 (9.1.3) 我 们 有 


(wr) = 二， (p10) = 人， 
/ je Vv / je H 
WY ) = WA DJ) 20 
， (9)) 一 .9) 一 Fe 
(a) 0 
证 明 不 妨 假 设 页 是 与 5 共 轿 的 知 级 数 之 一 , 而 且 开头 的 几 个 系数 正好 就 是 
dd,Q1,... ,Qs: 


+u/ 十 有 /十 pe 十 /十 … 十 (8) 
Yi=ar+ar + 十 027 FF 十 .十 as 站 


在 差 y 一 页 中 不 会 出 现 有 a,a1,… ,as 的 项 . 我 们 还 假设 
pztfl < us+D， 因而 有 和 < X， 
则 差 y 一 玉 中 的 第 一 个 非 零 项 是 
v(t1) 


/1,,, (s 十 1) 
alz vt tt 


它 对 T+ 是 vv+v 十 … 十 v(s+1) 次 的 . 现在 利用 置换 


1 1 
2 CT, (以 一 ] 


我 们 从 页 变 到 一 个 共 斩 的 寡 级 数 刺 , 则 它 保 留 页 的 一 些 起 始 项 不 变 , 但 在 某 一 位 
和 置 起 系数 改变 了 , 假设 是 


Ce =1, C=1, 


但 是 Crer“a 关 1. 于 是 5 一 y 的 起 始 项 是 


Fn/ 二 -u(tt+1) vv 十 v/ 十 :… 十 v(t 二 1) 
站 一 2 z 


一 上 
. ， C e010t—1 一 二. 


/t+t1) 
二 7+trv 十 十 Z 


次 数 是 yz 十 允 十 … .十 zt+D ， 
现在 我 们 作 乘积 (y 一 页)@y 一 殉 )…@ 一 殉 ) 其 次 数 是 式 十 以 十 十 ye 
与 式 > 十 内 十 … 十 tl 之 和 , 而 且 这 一 和 中 x+0 出 现 的 次 数 和 方程 式 


一 一 上 
eel…et-1 — 1 
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的 根 的 个 数 一 样 ， 也 即 出 现 7 一 一 一 一 一 -次 因此 相交 重 数 等 于 
入 一 pv+ nv 4 Ky.. ey 
0 0Q01*** 0(t—1) C001:** 0(s—1) 
完全 类 似 的 可 以 得 出 入 > 入 和 入 = X 的 情况 下 的 结论 . 口 


现在 我 们 要 进一步 去 分 析 对 相交 重 数 所 得 到 的 表达 式 , 目前 为 了 确定 起 见 我 们 
设 s = 2. 于 是 可 以 考虑 在 级 数 (9.1.1) 和 (9.1.2) 的 第 三 项 切断 级 数 . 我 们 依照 欧 
几 里 得 算法 去 决定 最 大 公 因 子 (v,v') 和 (jy, ): 


v= hv tu, LW = hy+t AT， 
v= hiv 十 Z2， KL = hiki 十 kK2, (9.1.4) 
Vo—1 一 hovo, Ho-l1 一 hoho. 


由 于 = _ 人 两 个 展开 式 完全 是 平行 的 ,如 此 继续 ， 如 我 们 再 来 决定 最 大 人 


因子 (vo,v”) 和 Gp ". 两 个 展开 式 可 能 有 一 段 还 是 平行 的 , 但 是 在 一 和 - 的 
情况 下 , 必定 在 某 处 出 现 分 离 : 


”一 kv 十 Ze 十 1) [I 一 klo 十 Lotl; 

Vo = kivVot1 十 Vot2, Wo = kiMot1 + Kot2) 
i (9.1.5) 
Voti-1 = kjVotj + Votjt1, Wotj-1 = kylots + Kotjtl1 


Votj = kyriVotjti1 十 Votit2, Moti = Kjtikotitl + Kotit+2) 


其 中 kj;41 关 Lj41. 也 可 能 有 kj41 = lj， 但 这 时 左边 的 除法 能 涂 尽 ， 得 到 商 kj+1， 
而 右边 则 否 (或 者 反 过 来 ) 在 另 一 种 情况 一 = 上 时, 展开 式 是 完全 平行 直至 结 
束 得 

ec 十 c/' 一 1 一 ko Voto’, Ho+o’—l1 一 ko' Moto'. 


仍然 是 为 了 确定 起 见 ， 我 们 考虑 第 一 种 情况 并 假设 lj+1 < kj+1: 这 意味 着 
a. 当 7 是 偶数 ， 和 > 一 ， 于 是 vy” > pv’; 
b. 当 j 是 奇数 ， 所 < ,于 是 wr < 


由 于 (> >) = vo, 根据 前 述 引 理 则 得 yj = eyo; 同样 , 如 v = qvo, 根据 定理 
9.1.1, 在 情况 a 中 相交 重 数 为 


ZL 
A=W +t +t +t + ho 
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在 情况 b 中 相交 重 数 是 


/ / DLL / /1 
入 一 Z1 十 ZU t= vt 十 Zr . 


保持 其 中 第 一 项 jw 不 变 . 根据 (9.1.4) 去 展开 第 二 项 : 
Wr = Hhv+u) =hpv + pn, 
pv =(hiv + p21 =hipiv + pam 
Ha2Z1 三 Ha2(jazoa + v3)= hp2v2 + JH2v, 


HoVo—l =— Ho—1lVo = ho Movo. 


ZHU = Av = hpv + hipvi + hop2v2 十 … 十 jp 
同样 , 根据 (9.1.5) 分 别 在 情形 a 和 b 下 去 展开 第 三 项 uv” 和 vu". 这 个 推 
导 让 给 读者 去 完成 . 现在 让 这 些 不 同 项 相 加 , 则 在 a 和 两 种 情况 下 求 得 相交 重 数 
A: 
A= Z1 十 hv hivini 十 hzv2 2 十 … :十 PrHo 

十 koHu 十 kivo+iMot1 十 … 十 kjvVotilMot; 

十 itiVotitiMotitl + Votj+1Moti+2- (9.1.6) 
当 we+i+1 除 得 尽 jwo4;, 则 (9.1.6) 中 最 后 一 项 是 零 . 如 果 k;j1 < lj41, 或 者 kj+1 


lj+1， 并 且 w+i+l 除 得 尽 vo4;， 则 我 们 去 互 换 k 和 1 以 及 yu 和 wv 的 作用 .在 
Hp 二 vp 的 情况 下 , 代替 (9.1.4) 中 最 后 两 项 以 


Ko, Vs+to’'Hoto!’ 


为 末 项 . 
练 习 9.1 
1. 试 证 : 从 某 一 数 m 起 有 
Vort...+o(m) 一 (v1, V1, 。。。 ,DCm 二 1) 一 1, 
001 。。。 Om 一 yy. 


2. 试 证 : 一 个 阶 数 为 2 的 分 支 : 
yY = Q17 十 aa22 十 … 十 QsT 十 Qsr1T° +3 十 asia +! 十 .…. 


和 一 个 线性 分 支 
T= b+ br + 
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如 果 它 们 的 展开 式 直到 


1,7X,.… ,zs 或 zs 
各 项 是 同样 的 , 则 这 两 个 分 支 的 相交 重 数 是 


2,4,.… ,2s 或 2s 十 1， 


更 高 的 相交 重 数 是 不 可 能 的 . 


89.2 邻 近 点 


根据 式 (9.1.6), 两 个 分 支 在 点 O 的 交点 个 数 完全 可 以 这 样 来 计算 , 好 像 我 们 用 
两 条 具有 多 个 交点 O, O1,……， Oh, On， On 让 上 二 + 二 + 上 A++ 的 曲 
线 来 代替 这 两 个 分 文 , 这 里 , 曲线 在 这 些 点 依据 式 (9.1.6) 具有 如 下 重 数 : 
在 O,O1,… ,Oh 重 数 是 > 和 1， 
在 On+1 ,On+i 重 数 是 vl 和 j， 
如 此 等 等 . 
为 了 计 及 这 一 事实 , 我 们 引进 下 面 的 说 法 : 假设 首先 给 出 一 个 窘 级 数 的 头 一 段 ， 
譬如 是 
y 一 az 十 aaz2 (9.2.1) 


这 一 已 知 段 的 邻近 点 (Nachbarpunkt) 就 定义 为 这 样 的 曲线 分 支 的 全 体 ， 它们 的 衡 
级 数 展开 (9.1.1) 的 起 始 项 是 (9.2.1), 而 下 一 项 的 指数 一 具有 如 下 性 质 ， 


使 得 除 式 (9.1.5) 中 相继 的 商 ,kk1,-… ,kitl 满足 下 列 条 件 : 


k=p—1, 

k1 = pi1, “*“'"， k; = p;, 

kj+t1>Pitl 或 kjt1 三 Dj+Hl ky+2 > 0， 
或 在 单个 数 的 情况 下 它 满足 


kp—1. 
对 于 用 帘 级 数 展开 (9.1.1) 来 给 定 的 一 个 确定 的 分 支 , 按 这 个 定义 它 有 哪些 属 
于 O 的 邻近 点 呢 ? 首先 有 属于 起 始 段 az 的 邻近 点 , 确切 地 说 是 : 


CO1 具有 数 序 ]， 
O2 具有 数 序 2， 


Op+1 具有 数 序 尺 十 ]， 


89.2 邻 近 点 


Oh+2 


Ohthi 十 1 
Opthi 十 2 


Oh+hit+.…+ho 


接 下 来 有 属于 起 始 段 为 


OF+l 
OH+2 


OH+k+1 
OH+k+2 


OH+k+ki+l 


215 ， 


具有 数 序 h 填 1,1， 


具有 数 序 hi+l1,hi, 
具有 数 序 h 填 1, hi,1,， 


具有 数 序 hh 填 1,hi,:…,hso—1. 


vv 
QZ 十 Q1X 
Z/ 


十 ho 一 H, 则 具体 是 


具有 数 序 1， 
具有 数 序 2， 


具有 数 序 k++ 1 
具有 数 序 大 十 1 1 


OFAREA 二 二 RE， 二 1 对 于 数列 有 十 1 ki,…，, ko 


再 接 下 来 有 属于 起 始 段 为 


2 十 v/ 
QQ 十 Q1C + 十 Q20 


的 邻近 扣 等 . 


vv 十 vv 人 十 wv 
v 


进一步 我 们 定义 , 由 (9.1.1) 所 确定 的 分 支 在 邻近 点 O01,… ,On,On+1,"… 将 


有 如 下 的 重 数 : 
在 O1,…- , Oh 重 数 为 2 


在 Op ,Opthi 重 数 为 Z1， 
在 Ohth+t…+ho_it1,"… ,OH 重 数 为 ve， 
在 Or+1 ,Or+k 同样 是 ve， 
在 OH+k+1,* ) OH+k+k1 重 数 为 Votl) 


现在 , 由 式 (9.1.6) 给 出 如 下 定理 . 
定理 9.2.1 在 O 的 两 个 分 支 相交 重 数 等 于 它们 二 者 在 O 的 重 数 与 它们 在 及 
在 O 的 公共 邻近 点 处 的 重 数 乘 积 之 和 
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第 一 个 邻近 点 O 由 这 样 的 分 支 组 成 , 其 寡 级 数 以 az 为 起 始 项 , 即 由 在 O 具 
有 确定 切线 的 分 支 组 成 . 它 依赖 于 一 个 连续 变动 的 参数 a. 

像 0 ,On+l 这 样 的 邻近 点 , 其 数 序 (p,p1,…) 仅 由 一 自然 数 p 组 成 , 称 为 
自由 邻近 点 (freie nachbarpunkte). 因为 它们 中 间 的 每 一 个 可 以 在 保持 在 它 前 面 给 
定 的 邻近 点 不 变 的 情况 下 连续 地 变动 . 为 了 用 一 个 例子 来 说 明 它 , 我 们 考虑 On( 假 
设 h > 1). 这 个 邻近 点 由 所 有 其 起 始 项 为 


QQ 十 QJZ 


的 医 级 数 所 决定 的 分 支 组 成 . 此 处 zu 的 系数 (只 是 偶尔 取 值 零 ) 可 连续 变动 . 相 
应 的 结论 对 CO1 ) Oh+1 这 些 点 ， 以 及 对 OFA+1)…… ) OH+k+1) 等 同样 成 立 . 可 是 
On42,… ,OF 不 是 自由 的 , 因为 当 O1,…. , On+1 国定 后 , 它们 只 能 由 一 些 算术 数 


据 来 决定 . 它们 依赖 于 展开 式 (9.1.1) 中 第 二 项 的 存在 及 它 的 指数 “十 性 的 值 而 


不 依赖 于 这 项 系数 al 的 值 . 这 样 的 非 自 由 的 邻近 点 称 为 它 前 面 的 紧 接 自由 邻近 点 
组 的 随从 点 (satellitpunkte). 


练 习 9.2 


1. 一 个 线性 分 支 所 属 的 邻近 点 都 是 O 点 的 自由 的 简单 的 邻近 点 . 
2. 对 于 一 个 二 次 分 支 


2 寺 1 
9 一 Q12 十 a22 十 … 十 as2Z2 十 Qst17” 十 asH272 1 十 .…. 


紧 接 着 二 重点 O, 开始 是 s 一 1 个 自由 的 二 重 邻近 点 O1,… ,Os_1, 然后 是 一 个 自由 的 简单 点 
O。 一 个 简单 随从 点 Os+1, 最 后 全 部 是 自由 的 简单 邻近 点 O42,Os+3,:… ,对 普通 的 尖 点 有 
S 一 工 . 
3. 在 一 个 分 支 3 上 的 在 O 所 属 的 邻近 点 , 自 某 一 个 编号 起 就 全 都 是 自由 和 简单 的 邻近 点 . 
4， 当 (Zef+D) > (zs))， 因而 有 o。> 1, 则 称 在 级 数 (1) 中 带 指数 


‘vt i 
2 一 并 十 的 项 为 特征 项 (charackteristisches glied). 级 数 (9.1.1) 有 有 限 多 个 特征 


Uv 
项 . 且 特 征 项 所 属 的 自由 邻近 点 , 一 定 是 紧 跟着 随从 点 . 


我 们 较 仔 细 地 去 研究 上 面 所 定义 的 分 支 在 邻近 点 O1, …, Op41,…, OH+1 处 

的 重 数 vvi,…, vo,… , 则 可 知 对 一 个 具有 重 数 v; 邻近 点 O;, 有 两 种 可 能 : @ 或 是 

紧 接 的 邻近 点 Ow+1 也 有 重 数 v, 这 时 我 们 称 O41 是 O 的 后 继 者 (nachfolger); 

多 或 是 O11 具有 较 小 的 重 数 v41; 这 时 , 根据 (9.1.4) 或 (9.1.5) 应 有 下 列 两 个 方 
程 之 一 

Ui = qUi41 + Lis2, (9.2.2a) 


Vi 一 di 十 1， (9.2.2b) 
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在 这 两 种 情况 下 , 在 O， 后 面 开 头 是 gq 个 具有 重 数 v1 的 邻近 点 On1,…… ,On+gq; 
而 在 情况 (9.2.2a) 下 还 有 一 个 重 数 v2 的 邻近 点 . 所 有 这 些 点 我 们 都 称 为 On 的 
后 继 者 由 

假设 第 一 个 后 继 者 属于 数 序 (p,p1,… ,pj), 则 O。 的 后 继 者 总 是 用 数 序 


(p, pl1， “"? , pj) 
(p, p1, “*…* ,py, 1), 


(p, Pp1, “? , pj, 2) 


来 给 定 的 ; 依次 继续 直到 它们 离开 所 研究 的 分 支 为 止 . 据 此 , 当 在 一 分 支 上 的 On+x 
属于 点 O。 的 后 继 者 , 则 对 在 每 一 通过 O。 On41, …, On 的 分 支 上 的 点 也 是 这 
样 


关系 式 (9.2.2) 给 出 了 下 面 的 定理 , 这 一 定理 对 于 仅 有 重 数 相等 的 后 继 者 的 情 
况 是 显然 正确 的 . 
定理 9.2.2 ”在 一 个 分 支 3 上 , On 的 重 数 等 于 On 在 分 支 3 上 的 后 继 者 的 重 
数 之 和 . 
当 用 点 O 代替 O; 时 , 定理 9.2.2 也 成 立 . 
在 定理 9.2.1 中 , 如 果 我 们 仅 考 虑 那 种 同时 还 属于 第 二 个 分 支 3 的 后 继 者 , 则 
等 号 应 代 以 >. 


练 习 9.2 


5. 我 们 把 OO1,O。 .…… 依次 地 画 在 一 条 线段 上 , 画 的 时 候 , 当 On+1 的 重 数 比 O 的 重 
数 小 时 , 我 们 就 在 O,+1 处 弯 折 此 线 (参见 下 图 ), 这 样 , 点 On+1 是 On 的 后 继 , 而 如 On+i 是 
折 点 , 则 它 后 面 的 点 , 一 直到 最 靠近 它 的 折 点 ( 算 在 内 ) 或 直到 最 靠近 的 自由 点 (不 算 在 内 ) 是 
On 的 后 继 . 特别 地 把 特征 点 (参见 练习 9.2 题 
3)、 紧 接着 随从 点 的 自由 点 标 出 (在 下 图 中 用 小 
圈 标 出 ). 那么 , 我 们 就 可 以 从 下 图 中 立刻 认 出 后 
继 者 , 且 借 助 于 定理 9.2.2, 从 最 后 一 个 v, = 1 
出 发 , 算出 重 数 v, vi.… ,vw 来 . 由 一 个 邻近 点 
所 属 的 数 序 (p, pi,:… ,pj+1) 可 以 得 出 , 多 少 步 
方 能 达到 折 点 , 为 了 从 像 O 或 Op 这 样 的 一 点 
能 达到 这 个 邻近 点 , 我 们 必须 经 历 多 少 步 . 

6， 试 作出 分 支 y = z 和 y = z3 在 练习 9.2 题 5 意义 下 的 图 示 , 并 在 每 个 点 标 出 它 的 
重 数 . 


GD Enriques: Punti prossimi. Zariski: Proximate points. 
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定理 9.2.3 ”将 一 个 分 支 的 邻近 点 序列 O1,O2,… 在 任 一 点 Om 处 切断 , 则 必 
有 曲线 , 它 在 O 只 有 一 个 分 支 , 且 这 个 分 支 通过 O1,:… ,On 而 不 通过 Om41, 且 这 
分 支 在 Om 处 的 重 数 为 1, 而 这 个 分 支 的 On 的 后 继 者 是 自由 的 . 

和 证明 表 先 我 们 从 wv = 1 出 发 , 利用 关系 式 (9.2.2) 倒 推 地 去 计算 所 要 求 的 分 
文 的 重 数 vv,… ,v.. 这些 数 决定 了 这 个 分 支 级 数 展开 式 的 指数 . 我 们 如 下 去 决 
定 级 数 展开 式 的 系数 ; 要 求 这 级 数 的 开头 几 项 和 给 定 的 分 支 一 致 . 紧 接着 的 项 ( 属 
于 Om 的 自由 后 继 者 ) 系数 可 以 随便 选择 , 只 要 使 它 不 等 于 给 定 分 支 展开 式 (或 其 
共 施 ) 的 相应 系数 . 然后 我 们 令 要 求 的 级 数 在 此 项 切断 , 这 切断 后 的 究 级 数 wi 连 
同 它 的 共 斩 ws,… ,w， 决定 一 条 代数 曲线 


(YY — wy — w2):…(Y — w,) = 0, 


它 满 足 所 有 的 要 求 . 口 
现在 我 们 来 研究 点 O 有 多 个 分 支 的 曲线 . 我 们 定义 这 样 一 条 曲线 在 O 的 邻近 
反 On 处 的 重 数 为 这 曲线 包含 点 On 的 各 个 分 支 在 点 O。 的 重 数 之 和 , 那么 显然 ， 
定理 9.2.1 对 两 个 任意 的 曲线 在 O 的 相交 重 数 也 成 立 . 
我 们 来 研究 一 固定 分 支 3, 它 在 O 所 属 的 邻近 点 是 01, O02,… , 我 们 要 问 , 是 
百 有 曲线 C, 它 在 0, 01,.… ,Os。 有 预先 给 定 的 重 数 ro,71,… ,7。. 下 面 的 后 继 关 系 
(nachfolgerbeziehungen) 
Tn 之 Tntl 十 "… 十 Tnt4g (9.2.3) 


无 论 如 何 是 必须 满足 的 , 此 处 求 和 遍历 On 支 3; 的 所 有 后 继 者 0;,41,… ,0,4。. 因 
为 根据 定理 9.2.2, 曲线 C 的 每 一 个 分 支 ; 必须 满足 不 等 式 (9.2.3), 从 而 C 本 身 

但 是 , 条 件 (9.2.3) 也 是 充分 的 . 

定理 9.2.4 设 后 继 关系 (9.2.3) 已 满足 , 则 存在 一 条 曲线 C, 它 在 0, O1,:… ,O， 
的 重 数 是 ro, 71,:… ,7s. 

证 明 对 ro 十 7i 十.… 十 7s 施行 完全 归纳 法 . 当 和 等 于 零 , 命题 是 显然 的 . 现 
在 , 设 "> 是 ro,71,"… ,7s 中 最 后 一 个 不 等 于 0 的 数 , 则 根据 定理 9.2.3, 存在 一 条 
曲线 Cn, 它 的 重 数 是 oo, 01,… , 0s( 当 m = 0, 选 通过 O 且 和 3 不 相 切 的 任 一 直线 
作为 Cn). 从 给 定 的 数 ro0,71,… ,7s. 减 去 Cn 的 重 数 00, 01,.… ,os, 根据 定理 9.2.3 
有 om = 1, em+1 = 二 … = os = 0. 曲线 0%, 满足 的 后 继 关 系 是 甚至 等 式 : 


cn 三 Cn+1 十 … 十 Cn+9 (7 <m). (9.2.4) 
从 (9.2.3) 减 (9.2.4) 得 


(rn 和 on) 之 (rn+1l On+1) 十 四 十 (rng 一 On+ta) (7 < m). 
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由 于 当 n > m, 这 不 等 式 右边 等 于 0, 故 不 等 式 对 n > mm 也 成 立 . 从 而 , 利用 归纳 

假设 存在 一 曲线 C' 具有 重 数 ro 一 00,… ,rs 一 os. 于 是 曲线 C = Cm + C' 适合 要 

求 得 条 件 . 口 
把 证 明 中 用 到 的 曲线 Cv 在 0,O1,… ,Om 的 重 数 详细 地 用 


omm0， Ormm1， ” Cmm 


标记 . 具有 预先 给 定 重 数 ro, 71,… ,7s 的 一 条 曲线 , 如 果 它 和 Cnm 没有 异 于 O1,.…， 
Om 的 公共 点 , 则 根据 定理 9.2.1, 它 和 Cw 的 交点 重 数 是 


Om 三 700m0 十 710ml + 二 Tm Omm (m = 0, 1,.…- , $). (9.2.5) 


但 0%, 依赖 于 一 个 自由 参数 , 而 且 在 这 个 参数 的 一 般 的 选择 下 , 式 (9.2.5) 正好 表示 
C 和 Cnm 的 交点 重 数 . 

定理 9.2.5 反 过 来 , 如 给 定 的 曲线 C, 在 当 Cm(m = 0,1,… ,s) 中 出 现 的 参 
数 做 一 般 的 选择 时 , C 和 Cm 的 交点 重 数 用 (9.2.5) 表 出 的 , 则 C 在 0,01…… ,Os 
的 重 数 是 70, 7T1,:… ,Ts. 

证 了 明 可 直接 由 对 s 施行 归纳 法 导 得 : 当 s = 0 时 , 命题 是 显然 的 , 而 当 
ro,71,… ,7s-1 一 旦 和 曲线 C 的 重 数 一 致 ， 则 由 方程 组 (9.2.5) 的 最 后 一 式 得 出 
对 7s 也 成 立 . 口 

对 于 每 一 个 m, 满足 下 述 条 件 的 次 数 固定 的 曲线 构成 一 线性 系 , 这 条 件 是 : 在 
Cm 中 出 现 参 数 的 一 般 选 择 下 ,曲线 和 C 的 相交 重 数 大 于 等 于 cm, 其 中 cm 由 
(9.2.5) 给 出 ; 因为 将 Cm 的 一 个 分 支 的 一 个 级 数 展 开 式 代入 到 C 的 方程 并 令 阶 数 
小 于 cm 的 项 系数 为 零 , 给 出 了 对 C 的 系数 的 线性 条 件 . 现在 如 果 一 条 曲线 C 对 
m 一 0,1,… ,s 都 属于 上 述 定 义 的 线性 系 , 因而 上 述 线性 条 件 都 得 到 满足 ， 所 以 
我 们 说 , 曲线 C 在 0,01,… ,O。 具有 虚拟 重 数 70, r1, :…, 7s。， 有 曲线 C 实 际 的 重 
数 Fo,7F1…… ,7Fs 可 以 一 部 分 比 它 大 , 一 部 分 比 它 小 ; 它们 必定 满足 下 面 不 等 式 : 


ToOmo0 十 7 了 710ml 十 …… 十 7FmOmm 之 Om. 


练 习 9.2 


7. 试 证 当 v 重点 O 用 v 一 1 重 代替 之 , 又 每 一 个 v; 重 邻 近 点 用 vi; 一 1 重 代替 , 则 后 继 关 
系 照 样 成 立 . 
”8. 试 对 下 述 具 体 情况 列 出 , 为 使 曲线 C 具有 指定 的 虚拟 重 数 , 它 的 系数 所 需 满 足 的 线性 条 
件 ; 这 个 具体 情况 是 : 给 定 的 分 支 具 有 通常 的 尖 点 (如 y = xz>), 虚拟 重 数 是 


7r0 一 3，71 三 2，72 三 上 |. 
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89.3 ”Cremona 变换 对 邻近 点 的 影响 


设 给 出 一 个 分 支 3 上 的 点 O, 它 是 坐标 三 角形 的 一 个 顶点 (1,0,0), 它 的 两 条 切 
线 不 是 坐标 三 角形 的 边 . 我 们 来 研究 , 在 §3.10 定义 的 二 次 Cremona 变换 
| C0 : C1 : 62 = 17172 : M270 : Mom, 
70 : M1 : 712 = C16C2 : 6260 : 6061 
下 , O 的 邻近 点 的 序列 0O, O1, 0,… 如 何 变化 . 


据 83.10 指出 的 : 曲线 jn) = 0, 在 这 一 变换 下 变 为 曲线 9(6) = 0, 此 处 形式 g 
由 


(9.3.1) 


f(z122, 2220, Z021) = ZZ 259(z0, 21, Z2) (9.3.2) 


决定 . 而 起 点 是 O 的 每 一 分 支 3 对 应 于 一 个 分 支 3, 它 的 起 点 处 在 ¢。 = 0 的 对 边 
上 . 假设 Co(7T), C1 (7), C2 (7) 是 分 文 3 的 贤 级 数 ， 则 


mo(7) = 61(7)62(7), mm(7) = C2(7)C0(7), 2(7) = C0(7)C1(7) (9.3.3) 


是 分 文 3 的 窘 级 数 . 

假定 分 支 3 不 处 在 曲线 f = 0 上 , 我 们 来 研究 分 支 ; 和 曲线 f = 0 的 相 
交 重 数 . 这 个 重 数 就 定义 为 窘 级 数 /fmo(r),mi(r),ma(r)) 的 阶 ， 把 (9.3.3) 代入 
f(mo(7), mm(7), m2(7)) 并 利用 (9.3.2) 我 们 得 到 究 级 数 


Co(7)" C1(7)’ C2(7) g(Co(7), C1(7), 62(7)). 
因为 当 7=0 时 , (7) 和 C2(7) 不 等 于 0, 故 上 述 突 级 数 的 阶 也 等 于 突 级 数 
Co(7)’ C1(7)" g(Co(7), 61(7), C2(7)) = 12(7)" g(Co(7), 61(7), C2(7)) 


的 阶 , 即 等 于 g = 0 和 3 的 相交 重 数 加 上 直线 mm = 0 和 3 的 交点 重 数 的 7 倍 . 后 
一 重 数 正好 是 分 支 3 的 阶 (或 在 分 支 3 上 点 O 的 重 数 ) 而 7 是 曲线 /= 0 上 点 O 
的 重 数 , 从 而 我 们 有 如 下 定理 . 

定理 9.3.1 分 支 3 和 曲线 CO 的 相交 重 数 等 于 变换 后 的 分 支 3 和 变换 后 的 曲 
线 C' 的 相交 重 数 加 上 C 及 ji 在 OO 的 重 数 的 乘积 . 

设 3 在 O 所 属 的 邻近 点 依次 是 01,02……， 又 在 0,O1,Os,…，, 3 有 重 数 
ro,71,72,…， 而 C 有 重 数 00,01,02,:…. C 和 3 的 相交 重 数 设 为 4, C" 和 3 设 
为 4', 于 是 定理 9.3.1 给 出 了 公式 


4 一 涉 十 0070.， (9.3.4) 
借助 于 定理 9.3.1 我 们 证 明 如 下 定理 . 
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定理 9.3.2 ”变换 (9.3.1) 把 分 支 3 在 点 O 的 相继 邻近 点 O01,O2,……， Om,…: 
变换 为 00,01…,， OO， 1 ， 此 处 DO 是 变换 后 分 支 3/ 的 起 点 , Oi,O5,… 是 3 在 
O' 所 属 的 相继 邻近 点 . 如 3 在 O,O1,O2,… ,Om 的 重 数 是 70,71,… ,rm 则 3 在 
O1;02 ,OO 的 重 数 是 71,T72,:… ,Tm. 

证 明 我 们 假设 对 O01,O2,:… , Om-_1 定理 成 立 , 而 去 证 明 对 O 定理 成 立 . 不 
难看 到 , 下 面 的 证 明 对 m = 1 也 对 . 

取 由 定理 9.2.3($9.2) 证 明 存 在 的 曲线 C 作为 曲线 C, 它 在 O, O01,O2,:… ,Om 
的 重 数 是 00, 01,… ,em, 且 em = 1. 利用 归纳 假设 C' 在 0',O1,… ,0O',_s 重 数 是 
au 02，,"… ,om_1. 设 曲线 C' 的 紧 接 着 0 _, 的 邻近 点 是 0 和 _1, 我 们 用 rh 和 or 
来 记 3 和 C' 在 O%,_1 的 重 数 . 根据 定理 9.2.1 (§9.1), 3 和 C 的 交 氮 重 数 等 于 


A = ooro 十 0171 + Omrm. (9.3.5) 
男 一 方面 , 根据 定理 9.3.1 它 也 等 于 
4 一 A’ 
Qoro TT (9.3.6) 
一 Coro 十 C171 十 :十 Cm-lrm-1 十 Cmym 十 ， 


此 处 项 +… 收容 了 3 和 C' 还 可 能 公共 有 的 , 在 0 和 _1 之 后 的 其 他 邻近 点 . 
比较 (9.3.5) 和 (9.3.6) 即 得 


Omrm = Omrm + ** ， (9.3.7) 


考虑 到 or 和 o, 是 正 的 , 由 (9.3.7) 首先 得 悉 x > 0 的 充 要 条 件 是 rr > 0, 也 即 
3# 通过 邻近 点 O/ 的 充 要 条 件 是 z 通过 O，。 的 邻近 点 O 因而 邻近 点 O%, 也 就 
是 通过 O 的 分 支 的 全 体 , 在 变换 下 的 确 变 成 0 _| 的 分 支 的 全 体 . 

又 我 们 已 知 在 C% 的 选择 上 还 有 一 个 自由 , 这 里 因为 0 的 后 继 者 在 C%, 上 是 
自由 的 . 每 一 C 只 有 一 个 分 支 . 我 们 现在 选 一 个 C, 作为 C, 选 另 一 个 C 的 作 
那个 单一 分 支 3, 要 求 这 两 个 C, 公有 0,0O1,… ,Om 但 不 公有 Om 的 后 继 者 . 于 
是 (9.3.7) 中 mm = em = 1. 所 以 右边 只 能 出 能 一 项 且 值 为 1. 从 而 推 得 : 不 同 的 
Cm 都 只 是 包含 0 和 _ 1 一 次 , 且 彼 此 不 共有 O,，; 后 面 的 邻近 点 . 

现在 我 们 再 来 考虑 通过 0O, O1,… ,Om 的 一 个 任意 分 支 3. 适当 地 选取 Cm 使 
得 Ci 和 3 只 共有 O,O1,… ,Om, 并 且 变 换 后 的 Ch 和 3 只 共有 0O',O1,… ,0O%_1. 
这 时 (9.3.7) 的 右边 项 +… 等 于 零 ; 再 令 om = o = 1. 导致 rm = 了 即 3 在 
0O'_1 的 重 数 等 于 3 在 O,, 的 重 数 . 口 

因为 经 过 一 回 二 次 Cremona 变换 (9.3.1) 在 O 的 所 有 邻近 点 的 标号 都 减少 1， 
重复 地 应 用 回 二 次 Cremona 变换 后 就 可 将 邻近 点 Ok 变 成 普通 点 . 这 样 , 正如 
Noether 原先 所 做 的 , 我 们 甚至 可 以 利用 变换 的 重复 使 用 去 定义 邻近 点 . 
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类 似 的 办 法 也 可 以 搬 到 任意 的 Cremona 变换 ( 即 平面 的 到 自身 的 双 有 理 变换 ) 
上 去 . 当 变 换 在 位 O 是 相互 单 值 的 , 精确 地 说 , 当 变 换 及 它 的 道 变换 的 有 理 形式 分 
别 的 在 位 O 和 O 的 对 应 的 位 0' 保持 有 意义 , 对 这 种 情况 结果 显得 特别 简单 . 这 
时 相应 于 定理 9.2.5 的 命题 有 简单 的 陈述 : 3 和 C 的 相交 重 数 在 变换 下 不 变 ; 代替 
(9.3.3) 的 是 2 

A=A. 


定理 9.3.2 使 用 的 证 明 办 法 对 这 种 情况 保持 有 效 ， 且 有 简明 的 结果 如 下 : 分 支 3 
在 O 所 属 的 邻近 点 列 O01,O2,:… 变 为 3 在 0' 的 邻近 点 列 01,02…… 并 且 5 在 
O,O1, O02,… 的 重 数 不 变 . 

我 们 可 以 考虑 在 上 述 研究 中 , 将 代数 曲线 和 分 支 换 成 一 条 在 一 固定 点 O 的 邻 
域内 的 解析 曲线 下 (x,y) = 0 和 解析 曲线 分 支 . 证 明 的 办 法 和 结果 不 需要 本 质 的 改 
变 , 可 以 获得 例如 , 关于 邻近 点 概念 以 及 分 支 在 O 的 邻近 点 的 重 数 在 这 样 一 些 解析 
变换 下 保持 不 变 的 定理 , 这 些 变换 在 O 的 邻近 点 是 单 值 的 且 为 单 值 解析 可 道 的 . 


练 习 9.3 
试 实现 提示 的 证 明 . 
Enriques 提出 了 另 一 个 邻近 点 的 理论 ， 它 对 一 任意 的 域 成 立 ， 并 且 比 这 里 讲 


的 理论 更 简单 , 可 参见 van Der Waerden: Infinitely near points, Proceedings Ned. 
Akademie Amsterdam 53(1950), p.401. 


QD 原文 如 此 , 应 为 式 (9.3.6). 


附录 1 论 代 数 几 何 20 . 连通 性 定理 和 重 数 概念 


作为 相交 重 数 的 一 个 理论 的 基础 , 我 在 1926 年 提出 了 特殊 化 重 数 的 概念 并 证 
明了 这 个 重 数 在 一 定 的 假设 条 件 下 的 唯一 性 凹 , 其 思路 如 下 : 
设 有 一 “正规 问题 ”的 方程 为 


Gj;(é,n) = 0, (A) 


其 中 & 为 未 定 元 , 而 7 为 未 知 量 , 方程 对 未 知 量 m0,… ,mm 为 齐 次 . 问题 (A) 对 未 
定 元 5 有 有 限 多 个 解 mn ,… ,n(. 每 一 特殊 化 一 > 均 可 扩展 为 下 述 特殊 化 : 


(€, n°.),. ~ , 7) 一 (x,y(,: ~ ,2 )， 


yw) 是 下 述 特殊 化 问题 
Gj(x,y) =0 (B) 

的 解 . 在 文献 [1] 中 证 明了 这 些 特殊 化 解 y,… ,yt 在 下 面 的 假设 条 件 下 的 唯一 
性 , 这 个 条 件 就 是 , 特殊 化 问题 (B) 在 给 定 z 下 只 有 有 限 个 解 . 如 果 问 题 (B) 的 一 
个 解 y 在 y 的 名 下 正好 出 现 j 次 , 我 们 就 说 它 在 特殊 化 £ 一 zx 下 具有 重 数 j. 

Weil2 在 更 一 般 的 假设 下 证 明了 一 个 解 y 的 重 数 jy 的 唯一 性 . 这 就 是 , Weil 
并 不 要 求 问题 (B) 只 有 有 限 个 解 , 而 只 要 求 有 一 解 y 是 孤立 的 .Northcottl3| 与 
Leung 向 把 Weil 的 假设 条 件 做 了 更 进一步 的 削弱 . 

孤立 解 y 的 重 数 的 唯一 性 的 Weil 证 明 相 当 复 杂 : 他 是 以 局 部 环 的 解析 理论 为 
基础 的 . Northcott 和 Leung 也 采用 了 这 个 解析 理论 . 下 面 我 们 将 给 出 一 个 借助 于 
经 典 辅助 工具 的 证 明 , 它 是 以 连通 性 定理 的 一 个 特例 为 基础 的 . 

为 了 阐明 连通 性 定理 (zusammenhangssatz), 我 们 要 先 说 明 一 些 定义 . 

射影 空间 P" 中 的 一 个 簇 Y 定义 在 域 x 上 , 如 果 在 将 域 扩张 后 也 不 可 能 将 
V 分 解 为 两 个 不 相交 的 非 空 子 簇 , 我 们 就 说 V 是 连通 的 (zusammenhingend). 一 
个 簇 V, 如 果 其 中 任 两 点 都 可 以 用 一 连 串 曲线 C1,… ,Ch 相互 连结 起 来 , 就 说 这 个 
V 是 线 连 通 的 (linear zusammenhingend). 由 此 显然 可 以 推 知 , 这 时 Y 也 是 连通 的 . 

闭 链 (zykel)24 是 一 些 维 数 同 为 d 的 绝对 不 可 约 簇 V4 的 形式 和 , 和 式 各 项 的 
系数 为 整数 e;. 我 们 只 研究 正 闭 链 , 这 种 链 的 全 部 e; 都 是 正 的 或 为 零 . 所 有 ei 关 0 
的 V4 的 并 集 称 之 为 闭 链 的 载体 (triger). 

现在 设 £ 为 域 上 的 一 个 不 可 约 簇 U 内 的 一 个 一 般 点 , z 为 其 一 特殊 点 . 设 
对 点 &, 令 一 闭 链 2 与 之 对 应 , 这 个 闭 链 是 定义 在 KE) 上 而 且 是 连通 的 . 设 簇 U 
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在 点 xz 处 是 解析 不 可 约 的 (analytisch irreduzibel), 即 假 设 局 部 环 的 完全 扩张 是 不 
含 零 因 子 的 . 闭 链 Ze 的 特殊 化 2 归属 于 特殊 化 £ 一 z. 那么 连通 性 定理 就 是 说 ， 
所 有 2 的 载体 的 并 集 是 连通 集 . 

连通 性 定理 是 由 Zariskilsl 首先 提出 的 , 并 在 他 的 代数 徐 上 的 全 纯 函 数 的 范围 
内 作出 了 证 明 . Chowls| 给 出 了 这 个 定理 的 一 个 推广 并 给 出 了 一 个 更 简单 的 证 明 . 

对 于 我 们 这 里 所 关注 的 应 用 而 言 , 这 个 定理 的 一 个 特例 具有 特别 意义 . 设 闭 链 
Ze 为 一 单 点 四 它 有 理 地 依赖 于 上. 再 设 x 为 V 的 一 个 简单 点 . 在 这 种 情况 下 , 正 
如 Chow 所 证 明 的 , 连通 性 定理 可 以 加 强 , 我 们 可 以 证 明 , 在 & -xz 所 属 下 的 7 的 
特殊 化 y 将 构成 一 线 连通 的 艇 . 

首先 假设 U 为 一 射影 空间 Pn", 在 此 我 们 要 证 明 的 定理 就 将 表述 为 (85, 定理 
2): 

在 从 P™" 到 P" 中 的 有 理 映射 下 , 每 一 点 4 的 像 徐 V4 是 线 连通 的 . 

在 1 中 将 只 阐述 基本 概念 . 在 82 与 $3 中 将 用 经 典 的 方法 来 证 明 经 典 的 代数 
儿 何 中 的 一 些 已 知 结果 . 对 于 行家 来 说 , 81 至 83 没有 什么 新 东西 . 

在 34 中 将 在 U = P 及 U = P? 的 情况 下 证 明 上 述 定理 . 在 85 将 把 U = Pm 
的 情况 归结 为 U = P? 的 情况 . 

在 86 中 将 证 明 , 在 UV = Pm 的 情况 下 , 一 个 孤立 解 y 的 特殊 化 重 数 的 唯一 性 
可 直接 由 定理 2 推 得 . 

一 旦 我 们 定义 了 特殊 化 重 数 , 那么 我 们 也 就 可 以 步 Weil 之 后 尘 定义 闭 链 的 相 
交 重 数 . 这 将 在 87 中 详细 完成 

在 88 中 将 对 z 为 一 任意 徐 U 的 简单 点 的 情况 下 来 证 明 线 连通 定理 . 通过 一 
平行 投影 就 可 将 一 般 情况 归结 为 U = Pm 的 情况 . 


81 基本 概念 


设 上 为 一 固定 的 基 域 , 9 为 一 在 WeilPl 意义 下 的 万 有 域 (universalk6rper), 即 

一 个 在 k 上 的 有 无 限 超越 次 数 的 代数 封闭 扩张 域 . 一 个 在 k 上 定义 的 Pm 与 P" 

之 间 的 对 应 (korrespondenz)k& 是 指 以 2 中 的 元 为 坐标 点 点 对 (zx,y) 的 全 体 , 这 些 
扩 对 满足 一 组 齐 次 方程 

Gj(z,y) =0 加 


方程 中 的 系数 是 上 中 的 元 , 在 z 空间 中 , 我 们 常常 令 zo。 = 1, 并 引入 非 齐 次 坐标 
T1,… ,zn. 但 y 空间 则 为 完整 的 射影 空间 P*. 

如 对 应 K 在 k 上 为 不 可 约 , 则 它 是 由 所 有 那些 点 对 (z,y) 组 成 , 这 些 点 对 是 一 
个 一 般 点 对 (&,n) 的 特殊 化 . 所 谓 (z,y) 是 k 上 (&,n) 的 一 个 特殊 化 , 是 指 系数 在 
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k 中 的 所 有 的 齐 次 方程 五 (上 ,7) = 0 当 它们 对 点 对 (&,7) 成 立时 , 对 点 对 (z,y) 也 成 
立 . & 的 特殊 化 构成 了 对 应 K 的 原 签 (urvarietit), 而 7 的 特殊 化 则 构成 了 对 应 K 
的 像 答 (bildvarietit), 这 时 我 们 就 说 它 是 U 与 V 之 间 的 一 个 对 应 K. 

如 果 7 的 坐标 比 是 & 的 坐标 比 的 有 理 函 数 , 则 称 对 应 K 是 一 个 有 理 映 射 (ra- 
tionale Abbildung). 于 是 我 们 就 有 


Bnr = Fx(é), (2) 


这 里 形式 及 含 60,… ,ém 的 次 数 相同 , 它们 不 会 全 都 为 零 . 
对 那些 满足 有 理 映 射 (2) 的 一 般 对 (上 ,7) 来 说 , 下 述 方程 


niFx(€) — nxFi(é)=0 (3) 
应 该 属于 那 齐 次 方程 五 (£,n) = 0. 因此 , 对 每 一 对 (x,y) 应 有 
yijFx(7) — ykFi(7x) = 0, (4) 


从 而 有 
Yyk = Fr (7). (5) 
如 果 对 于 点 z 不 是 所 有 的 F(x) 都 是 为 零 , 则 我 们 就 说 点 x 对 映射 言 为 正则 
的 (regulir)， 那么 , 它 就 有 一 个 通过 (5) 确定 的 唯一 的 像 反 y， 如 所 有 的 F(z) 都 
等 于 零 , 点 x 对 映射 是 奇异 的 (singulir), 则 它 就 会 有 多 个 像 点 . 不 论 何 种 情况 下 ， 
点 z 的 像 点 y 形成 一 个 复 Vi; 我 们 把 它 称 为 点 x 在 由 (2) 所 定义 的 映射 下 的 像 答 
(bildvarietat). 
我 们 将 在 82 中 指出 , 如 何 通 过 级 数 展开 来 得 到 像 簇 Vi 中 的 单个 的 点 y. 这 个 
级 数 展开 构成 了 在 84 与 $5 中 证 明 像 复 V 的 线 连通 性 时 的 最 重要 的 辅助 工具 . 
我 们 需要 用 到 来 自 代 数 曲线 理论 的 几 个 概念 . Pm 中 一 条 曲线 C 可 以 通过 一 
双 有 理 变换 变 成 P" 中 的 一 条 没有 重点 的 曲线 C'( 例 如 , 见 我 的 《代数 几何 论 》, 845， 
或 中 译本 87.4). 曲线 C 的 一 个 点 4 可 能 对 应 0' 上 的 多 个 点 4'; 这 些 点 的 每 一 个 
定义 了 曲线 C 在 点 4 的 一 个 分 支 3. 我 们 称 4 为 分 支 3 的 起 点 (anfangspunkt). 
如 果 C" 是 C 的 另 一 条 双 有 理 变 换 下 的 像 , 则 C" 的 点 是 一 对 一 地 与 C' 的 点 相对 
应 , 因此 分 支 概念 与 像 曲线 的 选择 无 关 . 
对 每 一 分 支 ; 我 们 可 以 选 一 个 局 部 单 值 化 变量 r, 并 将 C 的 一 般 点 的 坐标 展 
成 7 的 级 数 : 
Xi(T) = Qi 二 + 0iT 二 +:…,， (6) 


这 里 ou 是 分 支 3 的 起 始点 4 的 坐标 . 
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现在 我 们 用 空间 Pm 中 的 一 条 超 曲 面 F = 0 来 与 曲线 C 相交 , 我 们 要 问 如 何 
得 到 在 4 点 处 的 相交 重 数 (C . 内 4. 设 超 曲面 = 0 由 下 述 形式 


F(X)= F(Xo, Xi1,::: ,Xm) 


定义 . 要 想 准确 地 讲 , 就 必须 将 超 曲 面 厂 0 与 (m1) 维 闭 链 区 别 开 来 , 后 者 是 
这 样 获得 的 : 将 形式 F 在 代数 封闭 域 上 分 解 为 带 指数 e; 的 素 因 子 已 ,每 一 个 这 
样 的 素 因子 PP 确定 一 个 不 可 分 的 超 曲 面 P; = 0, 可 简洁 地 表示 为 超 曲面 已 . 将 这 
些 超 曲 面 按 e; 次 计算 并 相 加 , 我 们 得 到 该 (m - 1D) 维 闭 链 


F=Y eiP. 


我 们 用 同一 个 字母 局 来 表示 形式 F(X) 以 及 这 个 闭 链 也 是 适当 的 . 
分 文 3 与 闭 链 FF 在 点 4 的 相交 重 数 (3 . 本 4 可 以 这 样 来 确定 : 将 分 支 的 寡 级 
数 Xi(r) 代入 形式 FF 中 . 如 有 


F(Xi(T))=cr +... (c#0), 
则 jy 就 是 要 求 的 相交 重 数 : 
(83° F)A=k. 
曲线 C 与 闭 链 F 在 点 4 的 相交 重 数 (C . 下 4 就 是 曲线 的 各 个 分 支 与 政 在 4 
的 相交 重 数 之 和 : 
(C.F)4= > G:F)a 0) 
[ 式 (7) 的 证 明 可 参阅 我 的 代数 几何 引 论 一 书 的 820, 或 其 中 译本 83.5]. 顺便 提 一 下 ， 
束 本 文 的 需要 来 说 , 我 们 把 式 (7) 当 作 曲线 C 与 一 (m -1) 维 闭 链 F 的 相交 重 数 
的 定义 就 足够 了 . 


82 ”如 何 获 得 一 点 2 在 一 有 理 映 射 下 的 全 部 像 点 ? 
设 有 一 通过 方程 (1) 定义 的 不 可 约 对 应 天 .我 们 可 以 用 下 述 代 换 


Zik 一 TiYyk (8) 


将 K 映射 到 一 射影 空间 Py 内 一 个 像 簇 . 我 们 仍 用 KK 来 记 这 个 像 簇 ; 它 的 维 数 设 
为 a. 

如 果 特别 有 K 是 一 个 有 理 映射 (2), 则 那些 使 所 有 的 肪 (z) 为 零 的 奇异 点 对 
(singuliren paare) 承 形成 一 个 其 维 数 最 高 为 d 一 1 的 子 簇 K'. 设 像 点 为 z? 的 点 对 
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(z”,y?) 为 奇异 点 对 . 通过 z0 作 一 超 平面 ww 它 不 含 K' 的 任何 (d - 1) 维 的 部 分 . 
通过 与 的 相交 , K 和 天 ' 的 维 数 都 各 会 减 小 一 个 单位 . 重复 这 样 做 下 去 ; 经 gd -1 
步 后 我 们 将 获得 K 上 的 一 条 曲线 C*, 它 将 通过 z0 且 与 K' 只 有 有 限 个 公共 交 . 设 
C 为 这 种 C* 的 通过 z0 的 绝对 不 可 约 组 成 部 分 . 设 C 的 一 般 点 为 2, 由 2 不 位 于 
K' 内 , 相应 的 点 对 (X,Y) 就 是 正则 的 . 

曲线 C 至 少 有 一 分 支 3 以 20 为 原点 . 如 为 这 个 分 支 z 的 局 部 单位 化 变量 ， 
则 点 X 与 了 的 坐标 可 以 表示 为 r 的 窜 级 数 . 

在 点 x? 的 领域 内 我 们 可 以 引入 非 齐 次 坐标 zi ,zn， 以 z0 作为 坐标 原点 . 
于 是 氮 与 Y 的 坐标 的 级 数 展开 看 起 来 就 是 : 


KiT)=aT+biT t+. (i=1,...,m), (9) 
Yi(T)=ck+dgT+epT s+... (k=0,1,...,n). (10) 

由 于 对 XX(7),Y(7) 是 正则 的 , 故 有 
YYx(T) = Fr(X(7T)) (Y#0). (11) 


如 大 级 数 X;(7) 已 给 , 则 我 们 可 以 计算 式 (11) 的 右 端 ， 如 果 这 样 算得 的 究 级 数 的 
首 项 项 为 r", 则 我 们 可 以 写 古 


F(X(T)) 一 DRT 十 gpT7T 十 (12) 
其 中 mx 不 会 全 为 零 . 式 (11) 的 左边 我 们 可 以 选 y = r", 从 而 得 


TYE(T) 一 DRT7 + gpT t+..- 


或 
Yr(T) = prt qkT++:…. (13) 
令 + = 0 我 们 就 得 到 了 曲线 分 支 的 起 点 y0: 
y= pk. (14) 
由 此 导出 我 们 想 要 的 结果 : 


定理 1 x? 的 每 一 个 像 点 V0 可 以 用 以 下 方式 来 获得 . 在 U 上 这 样 来 选取 以 
7? 为 起 点 的 曲线 分 支 , 使 得 这 个 分 支 的 一 般 点 和 (7) 对 映射 为 正规 的 . 将 坐标 XX;(7) 
展 成 7 的 老 级 数 . 再 将 这 个 寺 级 数 代 入 多 项 式 Fi, 并 按 式 (12) 展开 , 于 是 所 得 起 
始 系 数 pk 就 是 像 点 1 的 坐标 . 

我 们 可 将 这 个 方法 简短 地 描述 如 下 :“ 在 分 支 3 上 向 点 z0 通 近 , 其 极限 点 就 是 
像 点 V0”. 
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不 言 而 喻 , 我 们 也 可 将 同样 的 方法 应 用 到 正规 点 xz? 上 ; 只 不 过 此 时 的 结果 与 
分 文 的 选择 无 关 . 

如 果 特 别 地 U 是 整个 空间 Pm™, 则 我 们 可 以 完全 任意 选 定 究 级 数 (9) 中 的 各 个 
系数 ai, bi,…. 只 要 不 使 所 有 的 及 (X(r)) 作为 7 的 函数 恒 等 于 零 . 这 个 系数 选择 
的 自由 度 可 以 用 来 将 震级 数 (9) 在 宕 为 六 的 项 以 后 切断 : 反正 后 面 的 项 对 没 
有 影响 . 因此 , 我 们 就 可 以 将 X;(7) 选 为 r 的 多 项 式 . 


83 用 Cremona 变换 约 化 平面 曲线 的 相交 重 数 


Noether 在 他 的 葛 基 性 的 工作 中 对 代数 曲线 的 分 解 的 研究 时 证 明了 , 通过 一 适 
当 的 Cremona 变换 可 以 把 两 条 平面 曲线 所 与 G 在 4 点 的 相交 重 数 (FF.G)a 减 
小 . Noether 应 用 下 述 Cremona 变换 : 


TX0 一 122,， X11 一 Z220,， Xo 二 Z122. (15) 
如 下 在 4 点 有 一 7 重点 , G 在 4 有 一 s 重点 , 则 Noether 告诉 我 们 , 通过 上 述 变 


换 可 将 相交 重 数 (已 . G)4 减 小 rs. 
我 们 可 以 用 一 个 比 式 (15) 更 简单 些 的 变换 : 


TX] 二 Zl, 2 二 2Z122 (16) 


来 代替 式 (15). 这 样 来 选择 非 齐 次 坐标 zl, zz, 使 点 4 的 坐标 为 (0,0), 同时 是 坐标 
轴 zz = 0 不 与 曲线 下 和 G 在 4 点 相 切 . 方程 为 F(z1,z2) = 0 的 曲线 FF 将 为 以 
下 变换 : 

F(z1,21,22) = $(21, 22) = Z19(21, 2) (17) 
在 z 平面 中 的 曲线 vo 称 为 曲线 的 约 化 变换 曲线 (reduzierte tranformierte). 用 同 
样 的 方式 可 获得 曲线 G 的 约 化 变换 曲线 Ww， 曲线 和 水 在 直线 z1 = 0 上 可 能 只 
有 一 个 或 多 个 交点 a. 在 变换 z 一 z 下 这 些 交 点 全 部 变换 到 一 个 点 4, 而 且 有 


(PRGJa=rs+y (ou (18) 


对 式 (18) 的 证 明 来 说 , 是 用 Cremona 变换 式 (15) 还 是 用 较 简单 的 变换 式 (16)， 
这 无 关 紧要 . 证 明 这 个 公式 最 简单 的 办 法 是 这 样 , 首先 令 曲线 下 与 曲线 G 的 一 单 
个 分 支 3 在 4 点 相交 . 这 种 分 支 的 军 级 数 可 以 这 样 来 写 : 


Xi1(T) = 二 Qa1T" 十 biT"tt +...， 


Xa2(T) 二 Q27" 十 boT*"tl +...,， 
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其 中 ai 关 0. 指数 wv 叫做 分 支 3 在 点 4 处 的 重 数 (vielfacheit). 变换 z 一 > 将 5 变 
为 z 平面 上 的 分 支 3', 这 个 分 支 的 起 点 a 位 于 轴 z1 = 0 上 . 现在 要 证 明 的 就 是 
(F,3)A =7v + (9,3 )a: (19) 


通过 对 曲线 G 在 点 4 处 的 所 有 分 支 3 求 和 就 可 直接 由 式 (19) 得 到 式 (18). 
我 在 论文 “ 论 无 穷 临近 点 (on infinitely near points)”[7 中 证 明了 有 关 一 超 曲 
面 与 一 曲线 分 支 3 在 空间 的 相交 重 数 的 更 普通 的 公式 , 式 (19) 是 它 的 一 个 特例 . 
设 变换 后 的 分 支 3 的 级 数 展开 为 
2(T) = 一 ai72 十 DT?2+ +..., 
Z2(7)= p+ qr7. 


我 们 由 此 通过 变换 (16) 得 到 分 支 3 的 级 数 展开 


X1 = Xi1(7T) = Z1(7), 


(20) 


> 一 X2(T) 一 Z1(T)Z2(7). 
将 它们 代入 五 并 注意 到 有 式 (17), 就 得 到 
F(Xi, X2)= F(Z1, To2IF7o) 
= ZT 9p(Z1, 22). 


如 果 将 p1(21, 2Z2) 按 r 的 贤 级 数 展 开 , 其 首 项 为 7r*, 则 我 们 由 式 (21) 可 知 ， 
F(X1, 2) 的 展开 将 以 


(21) 


To 


为 首 项 . 由 此 得 出 式 (19), 从 而 也 得 到 式 (18) 
由 式 (18) 可 推 知 , 左边 每 一 单项 均 小 于 右边 : 


(op， W)a < 《人 G)A: (22) 


这 就 是 我 们 下 面 要 用 到 的 全 部 结论 . 
84 U= Pi 及 U = P? 时 的 线 连 通 定理 的 证 明 


A.U = Pi 的 情形 
设 将 射影 直线 Pi 变换 到 像 簇 R 的 有 理 映射 由 式 (23) 给 出 : 


Bnk = Fx (To, 71), : (23) 
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这 里 及 是 次 数 均 相同 的 形式 , 如 D(r) 为 形式 及 的 最 大 公 因 子 , 则 可 令 6 = D(7)， 
并 将 左右 两 边 的 因子 D(r) 消 掉 , 于 是 就 得 到 
nk = fk (To, 71). (24) 


现在 形式 fi 已 经 再 没有 公 因 子 了 , 因此 也 不 会 有 共同 的 零点 . 这 样 , 射影 直线 
的 每 一 点 t 对 映射 来 说 都 是 正则 的 , 而 像 点 y 由 


yx = fxr(t1,t2) (25) 
唯一 决定 . 在 这 种 情况 下 线 连 通 性 定理 就 是 平庸 的 . 
对 应 K 的 方程 为 
yifx(t) — yrfi(t) = 0. (26) 


像 徐 R 的 维 数 为 1 或 0. 如 果 维 数 为 1, 则 R 是 一 条 有 理 曲 线 , 以 式 (25) 为 其 参数 
表示 . 如 果 维 数 为 零 , 则 R 是 一 单个 的 点 . 


B. U = P? 的 情形 
设 有 一 从 P? 到 P" 的 有 理 映 射 由 式 (27) 给 出 : 
Bnx = Fr(é0, é&1, €2). (27) 
我 们 仍 可 假设 这 些 形式 Fi 没有 公共 的 因子 . 要 证 明 的 是 ,P2 中 一 个 点 4 的 像 簇 
Va 是 线 连通 的 . 
令 点 4 的 坐标 为 (1,0,0). 仍 令 zo = 1, 并 引进 非 齐 次 坐标 zl, x2. 形式 F(X) 
在 代入 Xo = 1 后 变 为 非 齐 次 多 项 式 所 (Xi1, XX2). 我 们 把 它们 表 为 按 次 数 递 增 的 ， 
分 别 为 7,7 十 1,:… 的 齐 次 多 项 式 之 和 : 
下 一 7 十 AN 十 (28 ) 


为 了 获得 所 有 的 像 点 , 我 们 要 把 所 有 以 4 为 起 点 的 分 支 3 的 级 数 展 开 式 代 入 多 项 
式 有 到. 设 这 样 一 个 分 支 3 的 级 数 展开 由 式 (29) 给 出 : 


XI1(T) = a1T” + biT"t! 十 ， 
Xa(T) 一 aa7" 十 bo72+ + ..., 


其 中 ai 与 aa 不 会 同时 为 零 . 比值 oa : al 决定 了 分 支 3 的 切线 方向 . 
将 (29) 代入 (28), 则 得 


(29) 


Fi(X(T) = 7™ Li(Q1, 02) + . (30) 
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能 使 所 有 的 Li(a1,a2) 为 零 的 切线 方向 只 能 有 有 限 个 . 我 们 称 这 些 方 向 为 难度 切线 
方向 (schwierige tangentenrichtungen). 对 其 他 方向 来 说 , 像 点 就 可 简单 地 通过 


yk = Lyk(Q1, 02) (31) 


来 给 出 . 方程 (31) 在 像 空间 中 确定 了 一 条 有 理 曲 线 RR 或 一 个 单独 的 点 R. 不 管 是 
曲线 还 是 这 个 点 都 属于 像 徐 V4. Va 所 有 其 他 部 分 都 源 自 难度 切线 方 疝 . 
用 2(n +1) 个 独立 的 未 定 无 和 及 jx 我 们 可 以 构造 两 个 有 态 的 线性 组 合 : 


有 一 》 MF, (32) 


,= >》 大 及 (33) 
由 于 这 些 及 没有 公 因 子 , 所 以 及 与 忆 , 也 没有 公 因 子 . 因而 闭 链 及 与 及 在 4 
点 有 一 确定 的 相交 重 数 mm. 如 m = 0, 则 在 点 4 不 会 全 为 零 . 于 是 后 4 是 正则 
的 , V4 就 是 一 个 单独 的 点 , Va 的 线 连通 性 就 是 平庸 的 . 因此 , 我 们 设 m > 0 并 按 
m 作 完 全 归纳 . 即 对 某 一 确定 的 m, 按 归纳 假设 , 设 Va 为 线 连 通 这 个 结论 对 所 有 
小 于 这 个 m 的 值 均 成 立 , 我 们 要 来 证 明 这 个 结论 对 m 也 成 立 . 
设 在 x 平面 上 这 样 来 选择 坐标 系 , 使 得 坐标 轴 zi = 0 不 与 难度 切线 方 同 重合 . 
方程 
Z1 = S1，22 = 8182 (34) 
和 在 83 中 一 样 确定 一 个 有 理 映射 。_，z. 映射 一 z 与 前 面 给 出 的 有 理 映射 2 一 y 
的 复合 就 给 出 一 个 有 理 映 射 s 一 y. s 平面 上 具有 未 定 坐标 s1, s2 的 点 (51, 52) 在 
这 个 映射 下 对 应 于 点 四 其 坐标 为 


Bnx = Fr(S1, S192) = Br (1, Ss2). (35) 
和 在 83 中 一 样 , 可 以 令 
Br(91, 92) = 91pk(091,92)， (36 ) 
其 中 wx 不 会 全 都 能 被 57 除 尽 . 由 (35) 与 (36) 推 得 
Br = Fr(S1, S192) = s19k(51, 52) 


或 再 令 6 = y57 后 有 
YNk = Pk(S1, 92). (37) 
因此 映射 sy 就 可 用 多 项 式 px 来 计算 . 将 (35) 及 (36) 乘 以 Xx 并 对 求 和 , 就 
得 到 
FP\(S1, S162) = 》 MBr(S1, S52) = S57 》 Mpr(S1, 592) 
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或 当 将 右边 的 求 和 结果 记 为 p、, 则 有 
F\(S1, 9152) = STpA(S1, 9S2)， 
同样 地 还 有 
F,(S1, 5152) = STYp(S1, $2). 

因而 闭 链 pg、 和 yj 就 是 闭 链 五 与 及 的 在 83 的 意义 下 的 约 化 变换 后 的 结果 . 因 
此 , pa 与 py 在 轴 si = 0 上任 一 点 a 处 的 相交 重 数 wm/' 就 小 于 及 与 五, 在 点 AS 
处 的 相交 重 数 m. 因而 依据 归纳 假设 , 点 a 的 在 映射 s 一 y 下 的 像 簇 WW 就 是 线 
连通 的 . 

现在 来 证 明 V4 的 连通 性 就 很 容易 了 .Va 是 那些 像 点 y 的 全 体 组 成 的 集合 ， 
这 些 像 点 是 由 x 平面 上 以 4 为 起 点 的 单个 分 支 3 所 提供 的 . 不 带 难度 切线 方向 的 
分 文 给 出 的 是 有 理 曲 线 R 上 的 点 . 而 有 一 确定 的 难度 切线 方向 的 分 支 3 在 道 变 换 
I 一 s 下 变 为 分 支 3', 这 个 分 支 的 起 点 都 在 轴 sl = 0 上 的 某 一 点 a. 我 们 可 将 在 分 
文 3 上 应 用 变换 z 一 y 代 之 以 在 分 支 ! 上 应 用 变换 s 一 y, 结果 是 完全 一 样 的 , 都 
是 那个 y. 因此 , 我 们 由 每 一 分 支 3 所 得 到 的 点 y 也 同样 形成 像 簇 W。. 这 样 , Va 就 
是 由 有 理 曲 线 R 和 由 那些 属于 难度 切线 方向 的 有 限 个 线 连 通 徐 W,, 组 成 的 并 集 . 

现在 我 们 来 证 明 , R 与 每 一 个 簇 Ws 都 有 一 个 公共 点 . 由 此 直接 推 知 , Va 是 线 
连通 的 . 

轴 sl = 0, 补 上 一 无 穷 远 点 , 记 为 g. 在 映射 s 一 x 下 , 9 的 每 一 点 与 点 4 处 的 
一 个 方向 al : az 相对 应 . 而 后 其 又 在 映射 x 一 y 对 应 于 R 上 的 一 个 点 . 固 此 映射 
将 直线 g 映射 到 曲线 R 上 . 

令 在 直线 g 上 向 一 点 a 逼近 , 则 我 们 会 在 映射 s 一 y 得 到 一 个 极限 点 yo, 它 
既 在 RR 中 , 又 在 Wo 中 . 因此 RR 与 每 一 Ws 有 一 公共 点 ya, 由 于 RR 与 所 有 Wo。 各 
目 都 是 线 连通 的 , 所 以 它们 的 并 集 也 是 线 连 通 的 ( 见 下 图 ). 


S$> x» 


s-plane x-plane y-Space 


图 1 


85 7 = P™ 时 线 连通 性 定理 的 证 明 
设 从 Pm 到 Pr 的 一 个 有 理 映射 由 


85 U = P7 时 线 连通 性 定理 的 证 明 . 933. 


Bx = Fx(é0,.** ,én) (38) 
给 出 . 在 Pm 中 的 那个 点 4 的 坐标 设 为 (1, 0, …, 0). 我 们 要 证 明 , 像 角 Va 是 线 
连通 的 , 就 是 说 , 对 Va 中 的 任意 两 个 点 y 与 内 可 以 用 完全 在 Va 中 的 一 连 串 有 
理 曲 线 连接 起 来 . 
根据 82, 在 Pm 中 存在 两 条 以 4 为 起 点 的 分 支 3 与 3", 它们 在 映射 下 所 对 应 
的 在 P” 中 的 分 支 , 其 起 始点 就 是 为 y 与 y'. 在 分 支 3 的 级 数 展开 中 , 我 们 可 将 
全 部 Xi(r) 均 除 以 Xo(7), 从 而 将 有 Xo(7) = 1. 我 们 用 o 来 代替 7, 用 zi' 代替 X;， 
则 对 分 支 # 我 们 将 得 到 级 数 


rz'(o)=aio+bio + (i=1,.…,m). 
根据 $2, 我 们 可 以 切断 展开 的 级 数 而 不 致 改变 像 点 y, 因此 我 们 可 以 假定 
zi(a) 一 aia 十 bia2 十 … 十 ei09. (39) 
同样 地 对 3” 有 
zl(T) 一 9i7T 十 jiT + + kiT", (40) 
其 中 o 与 7 为 未 定 元 . 现在 我 们 作 和 
Ti(0,T) = Xi(0) 十 Zi (7). (41) 


如 果 我 们 用 某 个 域 元 s 与 t 蔡 换 o 与 r 来 代入 , 则 式 (41) 仍 保 持 有 意义 , 并 由 此 
得 到 一 个 将 仿 射 平面 (s,t) 映 入 空间 Pm 的 映射 


(5)1 一 2. 


对 此 映射 来 说 仿 射 平面 上 的 所 有 点 都 是 正则 的 . s 轴 (t = 0) 在 此 变换 下 对 应 于 分 
支 3,t 轴 对 应 于 分 支 3. 

现在 再 把 映射 (s,t) 一 z 和 映射 z 一 y 复合 起 来 ， 则 得 到 一 个 从 仿 射 平面 (s,) 
到 空间 P" 的 映射 . 点 Q(0,0) 在 这 个 映射 下 的 完整 的 像 Wo 可 以 这 样 来 得 到 , 即 
先 取 所 有 以 Q 为 起 点 的 分 支 3, 首先 通过 映射 (s,t) 一 z 映 入 P™, 然后 再 通过 映 
射 z 一 y 映 入 P", 这 样 所 得 分 支 的 起 点 就 是 Wo. 显然, Wo 含 于 Va 之 中 . 当 在 
s 轴 上 向 Q 点 逼近 时 , 我 们 将 获得 点 wy 作为 在 y 空间 中 的 像 点 . 而 当 在 t 轴 上 亿 
近 @ 时 将 得 到 像 点 yw'. 根据 84 Wo 是 线 连通 的 , 因而 可 以 在 Wo 内 用 一 连 串 的 有 
理 曲 线 将 y 与 多 相互 连接 起 来 . 

于 是 我 们 证 明定 理 2. 

定理 2 在 从 U= P™m 到 P" 的 一 个 有 理 映 射 下 ,一 点 4 的 像 和 给 VA 是 线 连 

显然 , 当 U 为 仿 射 空间 Am 时 , 证 明 仍 然 有 效 . 
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86 在 UVU=P" 或 U = A”m 时 重 数 的 唯一 性 
设 有 一 正规 问题 由 下 述 方程 所 定义 : 
Gj;(x,y) = 0, (42) 


其 中 点 z 在 一 射影 空间 UV = Pm 或 在 一 仿 射 空间 U = 4m 中 变动 . 对 此 空间 中 的 
一 个 一 般 点 € 这 个 问题 有 有 限 个 解 n%0,.… ,7 加 .特殊 化 上 一 z 可 以 扩展 为 下 述 
特殊 化 

(TIGD) , (0) _ (x, TD)， ... ,0). (43) 


我 们 来 证 明 如 下 定理 . 

定理 3 如 属于 点 工 的 解 y 的 徐 Vi 分 解 为 两 个 互 不 相交 的 部 分 M 与 N, 则 
落 在 M 中 的 特殊 化 解 y") 的 个 数 是 唯一 确定 的 . 我 们 将 这 个 数 称 为 M 的 重 数 . 

为 了 证 明 我 们 用 未 定 元 U; 作 下 述 积 : 


P(D) =7] Von + + Unn®)), (44) 


其 中 7 为 一 任意 不 为 零 的 常数 . 如 将 坐标 7 规范 化 ( 即 当 ns 为 第 一 个 不 为 零 的 坐 
标 时 , 规定 mn。 = 1), 则 (44) 中 右边 的 积 是 唯一 确定 的 , 且 对 70,…… ,7 为 对 称 . 
如 nm 中 在 k(&) 上 是 可 分 的 , 则 上 述 积 对 上 为 有 理 的 . 如 7) 是 不 可 分 的 , 则 积 有 
一 第 g 次 基于 上 为 有 理 , 这 里 g = pe 为 域 特征 的 一 个 宕 . 

下 面 将 只 对 可 分 的 情况 进行 证 明 . 在 不 可 分 情况 下 的 改动 很 简单 : 只 需 将 所 有 
公式 提高 一 个 pe 次 窘 就 可 以 了 . 因此 我 们 假定 积 P(UV) 对 * 为 有 理 . 通过 适当 地 
选取 >, 我 们 甚至 可 以 使 得 P(U) 对 & 为 整 有 理 的 . 

设 形式 (44) 中 的 系数 为 (0,.… ,Cy. 它 是 一 个 闭 链 “ 的 坐标 , 这 个 闭 链 是 将 点 
nm,… ,7() 各 计 入 一 次 形成 的 , 4; 也 可 以 理解 为 在 射影 空间 PN 中 的 一 个 像 点 “ 
的 坐标 . 

比较 式 (44) 左右 两 边 寡 积 的 系数 就 得 到 


Ck = yg (nD ,+ ,9)). (45) 
由 (45) 推出 
Cj9k(7) — C9;(7) = 0. (46) 


反 过 来 由 (46) 可 以 推出 (45) 和 (44). 因此 , 方程 (46) 表示 了 闭 链 “ 恰好 是 由 点 
71. ,7 形成 的 . 


46 在 U= P" 或 U = A™ 时 重 数 的 唯一 性 . 235 . 


每 一 特殊 化 (43) 均 可 扩展 为 特殊 化 
(é, n(Y), ,0 C) > (z, yt 7 2 ， z). (47) 


在 此 特殊 化 下 式 (46) 仍 有 效 , 因此 闭 链 z 正好 是 由 点 yD )… ,yt 形成 的 . 特 
别 地 会 推出 
(5 5) = (7,2) (48) 
为 一 特殊 化 . 反之 , 每 一 特殊 化 (48) 能 扩展 成 特殊 化 (47), 因此 每 一 个 通过 特殊 化 
(48) 所 得 到 的 点 z 都 描述 了 一 个 由 点 7 山 …… ,mo 形成 的 团 链 . 换言之 : 
寻求 所 有 特殊 化 (43) 的 问题 完全 就 是 寻求 式 (48) 所 表示 的 所 有 特殊 化 . 
我 们 已 知 , 乘积 (44) 中 的 系数 , 也 就 是 闭 链 ¢ 的 坐标 4, 是 &; 的 有 理 函 数 . 因 
此 存在 一 个 有 理 映 射 
BCx = Fr(é). (49) 


这 个 映射 的 对 (z, >) 正好 就 是 一 般 点 (&,m) 的 特殊 化 . 对 给 定 的 x 寻求 其 所 有 特殊 
化 解 yD,…. ,y( 的 问题 就 归结 为 这 样 的 问题 : 对 给 定 的 点 x, 寻求 它 在 有 理 映射 
(49) 下 的 全 部 像 点 z. 根据 85, 这 样 像 点 的 集合 Wi 为 一 线 连通 簇 . 

定理 3 的 前 提 假 设 是 说 , 属于 点 z 的 解 y 的 簇 公 可 分 解 为 两 个 互 不 相交 的 部 
分 M 与 N. 假设 落 入 M 中 的 点 yo 的 个 数 不 是 唯一 确定 的 . 那么 就 有 这 样 一 个 
特殊 化 yy 它 只 有 7 个 点 yo 落 入 M 中 , 其余 n 一 7 个 在 入 中 , 而 在 另 
一 个 特殊 化 中 至 少 有 > 二 1 个 点 yo2) 落 在 M 中 . 我 来 用 下 述 方程 定义 yD)…. ,wy(? 
与 z 之 间 的 一 个 对 应 五 : 

a. 方程 也 (zy ,VOD) =0 表示 


(5 070) ，: ,7 ) 一 (Z; yt, 0 2)) 


是 一 个 特殊 化 . 在 这 些 方程 中 x 是 固定 的 , 固 而 它 只 是 yD,… ,yl 的 方程 . 在 这 
些 方 程 下 也 可 能 会 有 方程 (42) 在 y = y 中 ,或 …, 或 y= yt 出现 的 情况 . 
b. 类 似 于 (46) 形成 的 方程 


zjgk(y), 0 ,Y ) zpgj(y), 四 ,2 一 0 (50) 


表示 闭 链 子 正 好 是 由 点 yD)… ,yt 形成 . 

对 应 天 是 由 两 个 互 不 相交 的 部 分 Ki 与 Ka 合成 的 . 这 里 Ki 是 那些 点 组 
(y 中 ,… ,y(9,z) 组 成 , 其 中 至 少 有 7 十 1 个 点 y 在 M 中, 而 Ks 则 是 由 那些 
(yz 组 成 , 其 中 至 少 有 nn 一 r+ 个 点 yo) 在 N 中. Ki 与 Kz 互 不 相交 这 
一 点 是 显然 的 . 我 们 还 要 证 明 的 是 , Ki 与 Ko 的 确 是 对 应 , 即 它们 可 以 由 代数 方程 
来 定义 . 
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我 们 选 十 1 个 点 的 yo) 一 个 组 合 k, 并 在 方程 a 和 b 上 再 补 上 一 个 表明 这 
r 十 1 个 点 是 属于 M 的 方程 . 这 样 我 们 对 每 一 组 合 « 就 得 到 一 个 对 应 K(?. 这 种 
K( 的 并 合 起 来 就 是 Ki. 对 Ko 有 类 似 的 结果 . 因而 我 们 就 实际 上 将 K 分 解 为 两 
个 互 不 相交 的 子 对 应 了 . 

K, Ki 与 K 是 在 那 由 点 组 yD?)… ,yo 形成 的 h 重 射 影 空 间 P"m 好 
与 射影 空间 PN 的 点 子 之 间 的 对 应 . 每 一 个 这 种 对 应 在 P™"…,” 中 有 一 个 原 簇 
(urvarietit)， 而 在 PN 中 有 一 像 簇 (bildvarietit)， 分 别 属于 K, Ki 及 K2 的 像 簇 
W, Wi 及 Ws 是 由 PN 中 新 有 那些 > 所 组 成 , 这 些 z 与 (yD,… ,yt 中 9) 构成 的 数 
组 (y 中 )… ,y 中 ,z) 分 别 属于 K, Ki 及 Ko. 由 于 KK 是 Ki 与 Kz 之 和 ,所 以 W 
是 Wi 与 Wo 之 和 . Wi 与 Wo 也 是 互 不 相交 的 . 因为 仅 由 户 个 点 构成 的 财 链 z 不 
可 能 包含 M 中 的 7 十 1 个 点 , 同时 又 含 N 中 的 一 7 个 点 , 因此 W 就 分 解 为 互 不 
相交 的 Wi 与 Wi. 

另 一 方面 , W 又 恰 是 由 我 们 通过 特殊 化 (48) 所 得 的 那些 点 子 组 成 的 . 我 们 在 
上 面 已 指示 过 , 即 每 一 个 这 种 特殊 化 可 以 扩展 成 式 (47) 的 特殊 化 . 因而 W 就 正 是 
不 久 前 我 们 用 Wi 来 表示 的 , 在 有 理 映 射 (49) 下 点 z 的 像 徐 . 但 这 个 簇 是 连通 的 ， 
因而 不 可 能 分 解 为 互 不 相交 的 Wi 与 Wo. 

定理 3 由 此 得 证 . 

如 果 将 VV 分 解 为 极 大 的 连通 的 部 分 M1,:… , Mi, 则 每 一 个 这 种 部 分 Mi 根据 
定理 3 均 有 一 确定 的 重 数 jw. 这 些 重 数 之 和 应 等 于 在 一 般 情形 下 解 的 个 数 , 即 


彤 一 1 十 … 十 人 


这 个 命题 叫做 “个 数 守 和 恒 原 理 ”. 

我 们 由 定理 3 可 以 得 它 的 一 个 特例 . 

定理 4 一 个 孤立 解 y 的 重 数 是 唯一 的 . | 

如 果 特 别 地 有 这 样 一 个 正规 问题 , 研究 一 d 维 不 可 约 簇 V 与 a 个 超 平 面 的 相 
交 , 这 d 个 超 平面 可 理解 为 一 般 超 平面 的 特殊 化 , 则 根据 定理 4 将 有 , 每 一 孤立 的 
交点 y 具有 一 唯一 确定 的 重 数 . 如 给 定 一 点 4, 则 我 们 可 通过 4 作 a 个 最 一 般 的 
超 平 面 , 并 使 之 与 7 相交 . 那么 如 果 交 点 4 的 重 数 等 于 一 , 则 称 4 为 V 的 一 个 简 
单 点 . 


87 相交 重 数 


两 个 不 可 约 艇 V7 及 V"-" 在 一 不 可 约 和 能 W” 上 有 一 孤立 的 交 操 4, 这 个 4 
是 W" 的 一 个 简单 点 , 则 我 可 以 按照 Severi 和 van der Waerdenls| 或 者 按 WeilP 
来 定义 4 的 作为 V" 与 V*-" 的 交点 的 重 数 . 第 一 个 定义 原先 只 是 对 这 种 情况 , 即 


47 相交 重 数 . 237 . 


8Y" 与 V"-7” 只 有 有 限 个 交点 的 情况 , 但 在 86 所 阐述 的 特殊 化 重 数 的 一 般 概念 的 基 
础 上 , 我 们 可 以 直接 将 这 个 定义 延伸 到 孤立 交点 的 情况 . Weil 的 定义 在 一 开始 就 是 
对 孤立 交点 的 一 般 性 来 处 理 的 . 

Severi 与 van der Waerden 的 定义 是 分 两 步 走 的 . 首先 假定 Y" 与 V"-" 是 位 
于 射影 空间 P” 中 的 . 然而 通过 一 个 带 不 定 系数 mix 的 射影 变换 把 V” 带 到 相对 
V”™-7 的 一 般 位 置 . 如 果 Vr" 方程 为 

F(zo,**- , Tn) = 0， 

则 变换 后 的 徐 (V7") 的 方程 为 


了 (二 righ ) 二 0. 
这 个 簇 与 V"-" 交 于 有 限 多 个 点 . 如 将 矩阵 了 = (7ix) 特殊 化 为 单位 矩阵 , 则 孤立 
交点 P 将 有 一 确定 的 重 数 . 这 个 数 就 被 定义 交点 4 的 相交 重 数 . 

第 二 , 设 Vr 与 V"*-" 是 W" 上 的 簇 , 这 里 W” 是 租 入 射影 空间 PN 中 的 . 我 
们 用 直线 将 V7 中 的 点 与 PN 中 的 一 个 一 般 性 子 空间 LN-7-1 中 的 点 连 起 来 , 由 此 
获得 一 个 投影 锥 KNtr-7. 我 们 把 作为 KN+tr-7 与 Vm-" 的 交点 P 的 重 数 定 义 为 
V" 与 VY2-7 的 交点 4 的 重 数 . 

Weil 的 定义 也 分 成 两 步 . 首先 定义 V 与 仿 射 空间 A™ 中 一 个 线性 子 空间 研一 
的 孤立 交点 的 重 数 , 这 里 他 把 L*-" 理解 为 一 个 一 般 性 子 空间 的 特殊 化 . 第 二 , 如 
果 现 在 给 了 Vr" 与 Y2 7 在 We?" 中 的 一 个 孤立 交点 4, 这 里 W?” 位 于 仿 射 空间 AN 
中 , 且 4 为 W? 的 一 个 简单 点 , 则 Weil 作 AN x AN 中 的 积 VYr xYn"- 点 4x4 
是 Y"xYV" 与 AN x AN 的 对 角 线 人 的 孤立 交点 . 这 条 对 角 线 是 在 AN x AN 中 
的 一 个 线性 空间 , 由 下 述 方程 给 出 : 

Xp— X=0 (k=1,...,N). 
Weil 用 这 N 个 方程 构造 了 ”个 线性 组 合式 
F(X—-X)=0 (i=1,.….,n), (51) 


其 中 线性 形式 F 这 样 来 选择 , 使 得 由 方程 (XX 一 P) = 0 所 定义 的 AN 的 线性 子 
空间 LN7? 与 W? 在 4 点 的 切 空间 只 有 一 个 公共 点 Weil 把 这 样 一 组 ”个 线性 形 
式 瓦 称 为 “U" 在 4 处 的 单 值 化 线性 形式 组 ”， 如 果 线性 形式 是 这 样 选择 的 , 方 
程 (51) 就 定义 了 A x 4” 中 的 这 样 一 个 线性 子 空间 , 它 与 V7 x V"-” 有 孤立 交 
点 A x 4. 这 个 交点 的 重 数 就 被 定义 为 作为 V" 与 V"-" 的 交点 4 的 重 数 . 

Leung 出 证 明了 Severi 与 van der Waerden 的 定义 与 Weil 的 定义 是 等 价 的 . 

Chevalleyl9 给 出 过 相交 重 数 的 另 一 个 定义 . SamuelH9l 证 明了 Chevalley 的 定 
义 与 Weil 的 定义 是 等 价 的 . 
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88 ”任意 艇 VU 上 简单 点 的 线 连通 性 定理 


通过 投影 我 们 可 以 将 Z 上 简单 点 z 的 线 连通 性 定理 归结 为 7 = Pm 这 一 特 
殊 情 况 . 方法 就 是 和 我 早先 在 论文 Ed 中 用 来 证 明 特 殊 化 重 数 的 唯一 性 所 采用 的 方 
法 一 样 的 . 

设 点 xz 齐 次 坐标 为 

1 zi=0, .:., ZN=0. 
对 U 的 一 个 一 般 点 有 &0 关 0; 因而 可 以 令 6 = 1 并 引入 非 齐 次 坐标 和 ,én. 
设 有 一 有 理 映 射 UV 一 V 由 式 (52) 给 出 : 
Bnx = Fx(é1,::: ,EN). (52) 

我 们 要 来 证 明 的 是 : 简单 点 z 的 像 复 V 是 线 连通 的 . 

设 基 域 上 是 完全 的 , 添加 N? 个 未 定 元 win 我 们 就 得 到 一 个 新 的 基 域 

入 一 >》 wipék 

可 做 到 使 千 … ,&* 为 天 上 的 代数 无 关 量 , 而 所 有 的 2 都 是 结 ,和 的 可 分 函 
数 . 对 这 点 的 证 明 可 参见 文献 [12] 86. 现在 我 们 将 整个 仿 射 空间 4AN 及 特别 是 簇 U 
投影 到 由 头 m 个 坐标 轴 所 张 成 的 子 空间 A 上 去 , 即 我 们 保持 m 个 坐标 不 变 : 


T= Tm = 6 
把 其 余 的 &* 定 为 零 , 或 者 干脆 舍 去 不 论 更 好 . 因此 这 个 投影 就 由 式 (53) 来 规定 
N 
Ti 一 > winés (i = 1,.. ,m). (53) 
1 
U 
了 0O 
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这 些 7 在 K 上 是 代数 无 关 的 , 因此 也 可 以 理解 为 独立 的 未 定 元 . & 是 各 的 
线性 函数 , 因而 是 n,… ,mm 的 可 分 代数 函数 . : 

现在 我 们 来 由 给 定 的 7 寻求 U 的 那样 一 些 点 XX, 它们 在 投影 下 得 出 同一 个 后 
7. 它们 必须 满足 U 的 方程 , 此 外 还 要 满足 线性 方程 


D> apX 一 用 (54) 


或 写成 齐 次 形式 
>》 aakXk — TiXo =0. (55) 


在 U 上 又 满足 (55) 的 无 穷 远 点 不 存在 , 这 是 因为 U 与 无 穷 远 超 平面 Xo 的 
(m - 1) 维 交集 与 那 m 个 一 般 超 平面 》 wikXx = 0 没有 公共 点 . 因此 , 在 (55) 中 
我 们 又 令 Xo = 1, 并 回 到 非 齐 次 方程 (54). 

方程 (54) 在 UV 中 的 每 一 个 解 在 K 上 最 大 的 超越 次 数 为 m, 因为 根据 式 (54)， 
在 域 K(X) 上 有 m 个 独立 域 元 1,… ,Tm. 因此 和 是 过 在 天 上 的 一 般 点 . 因而 ， 
对 每 一 点 X 有 一 个 K 上 的 同 构 , 它 把 变 为 六. 由 于 式 (53) 及 式 (54), 这 个 同 构 
保持 75; 不 变 , 因此 和 与 X 在 天 (r) 上 共 轿 . 因此 只 有 有 限 多 个 X 点 , 即 与 上 共 斩 
的 点 

£ = £0, £2) ... ,£9. 

个 数 g 为 U 的 次 数 : U 与 由 (55) 所 表示 的 mm 个 一 般 超 平 面 的 交点 的 个 数 . 
上 < ,&(9) 的 对 称 函 数 全 部 对 一 都 是 有 理 的 . 

点 上 = Dec ,Eco9) 在 映射 (52) 下 有 确定 的 像 点 7 = 7 
n9)， nD,.… ,nm(9) 的 全 部 对 称 函 数 , 特别 是 由 这 些 点 所 形成 的 闭 链 < 的 坐标 x， 
都 是 1,… ,Tm 的 有 理 函 数 : 


Ybk = Gk(TT Tom (56) 


为 了 得 到 简单 点 z = (0,… ,0) 在 映射 (52) 下 的 所 有 像 点 , 就 得 用 所 有 可 能 的 
方式 将 特殊 化 一 z 扩展 为 特殊 化 
(€,7) = (2,Y). (57) 
通过 (53) 所 定义 的 5 在 特殊 化 上 一 zx 下 自然 地 变 为 零 . 因而 我 们 可 以 只 这 样 来 作 
特殊 化 的 扩展 
(7,€,7) = (O, £,Y). (58) 
式 (58) 中 O 为 了 空间 中 坐标 为 零 的 点 . 
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于 是 我 们 可 将 (58) 扩展 为 


(7, €, EC) ,EC9); n,m), , 1(9), C) _， (0, zz(2) , (9), yy, 02) ,Y(9), z). 
(59) 
这 个 表示 闭 链 5 是 由 点 = m4 ,… m9) 组 成 的 方程 , 在 特殊 化 下 保持 不 变 , 因而 
闭 链 > 就 是 由 点 y = VD，…… ,y9) 组 成 . 点 mn) 是 E) 在 映射 (52) 下 的 像 点 , 因 
此 yt) 就 是 zw) 在 同一 映射 下 的 像 点 . 此 外 ,上 是 7 在 映射 (56) 下 的 像 点 , 因而 > 
也 就 是 O 在 同样 这 个 映射 下 的 像 点 . 点 zn,…. ,z(9) 由 &(D,… ,&(9) 通过 特殊 化 
生成 , 因此 它们 就 是 7 与 下 述 线 性 空间 


>》, (万 二 人 二 0 (60) 


的 交 扣 ,并 具有 那些 该 有 的 特殊 化 重 数 .， 由 于 x 是 T 的 一 个 简单 点 ,x 在 交点 
TD,.…, Xx(9) 中 内 出 现 一 次 , 即 z3,… ,zx(9) 都 与 zx = z 不 同 . 于 是 我 们 可 以 说 : 

点 7 中,.… ,7X(9) 对 映射 为 (52) 正则 的 . 

证 明 U 上 的 非 正则 的 点 形成 的 子 簇 其 维 数 最 高 为 m -1. 依次 将 它 与 通过 z 
的 m 个 超 平面 (60) 相交 , 式 (60) 中 的 系数 wi 是 独立 的 未 定 元 , 则 在 头 m 一 1 步 中 
其 维 数 每 一 次 都 要 减 1. 经 m 一 1 步 后 , 我 们 就 得 到 有 限 多 个 交点 x,z', xz",.… ., 我 
们 再 加 上 第 m 个 超 平 面 , 则 只 会 剩 下 点 > 了 . 因而 不 同 于 x 的 那些 点 22),).……. ,zw(9) 
就 是 正则 的 , 它们 的 像 点 y2)…… ,y(9) 是 唯一 确定 的 . 只 有 y 这 一 个 像 点 可 以 变动 
而 且 它 正好 遍历 了 点 x 的 像 簇 VW. 由 此 直接 得 : 

对 的 Vi 每 一 个 点 了 有 一 确定 的 闭 链 


Zz 二 YY 十 Y(2 十 .… 十 (9 。 (61) 


使 得 所 属 点 z 位 于 点 O 在 有 理 映射 (56) 下 的 像 答 Wo 中 . 

但 是 其 逆 也 成 立 : 

对 每 一 Wo 的 点 有 一 所 属 的 闭 链 z, 它 恰 好 具有 (61) 的 形式 , 其 中 y 位 于 亿 
中 . 

证 明 ”每 一 特殊 化 (&,n) 一 (O,z) 可 扩展 成 特殊 化 (59). 在 这 一 特殊 化 中 可 
以 不 用 上 = 上 0) 而 是 将 另 一 个 《oo 特殊 化 成 x. 但 由 于 所 有 的 <) 都 与 共 斩 ， 
我 们 可 以 通过 域 EC … ,9) 的 一 个 自 同 构 , 将 变 为 &, 从 而 达到 将 < 特 
殊 化 为 x, 而 将 其 余 的 £0Y) 特殊 化 zx2),.… ,z(G) 的 一 任意 序列 . 这 样 ,7(2)，… ,ng) 
也 就 特殊 化 到 唯一 确定 的 点 V2),… ,yl9), 而 闭 链 > 具有 形式 (61). 

用 (61) 也 可 定义 太 与 Wo 间 的 一 个 一 一 映射 : VW 中 每 一 y 对 应 Wo 中 一 
个 z, 反之 亦 然 . 

这 个 映射 是 一 射影 变换 . 
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证 ”根据 86, 财 链 z 的 坐标 z; 为 下 述 积 的 系数 : 


P(UVU)=7 (二 Da 了 (二 Di 人) 


2 


因此 z 就 是 y 得 线性 齐 次 系数 . 于 是 映射 y 一 z 是 一 个 射影 变换 . 
Wo 是 线 连通 的 , 因此 V 也 是 线 连通 的 , 所 述 由 此 得 证 . 
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附录 2 ”代数 几何 学 基础 : 从 Severi 到 
Andre Weil 
从 Max Noether 到 Severi 


代数 几何 是 由 Max Noether 所 创始 的 . 以 Corrado Segre、Castelnuovo、 Enriques 
以 及 Severi 等 为 领军 人 物 的 意大利 学 派 营 造 了 一 座 令 人 赞叹 的 大 厦 , 但 是 它 的 逻辑 
基础 并 不 牢固 . 概念 定义 得 不 够 好 ， 证 明 也 不 充分 . 然而 , 正如 Bernard Shaw 2 所 
讲 :“ 在 它 里 面 有 个 奥林匹克 的 光环 , 它 一 定 是 真 的 , 因为 它 是 精美 艺术 . ” 


Severi 论 个 数 守 恒 的 论文 


1912 年 ， Francesco Severi 在 “ 论 个 数 守 恒 原 理 ”* 凹 一 文中 向 建立 代数 几何 的 
丽 固 基础 迈 出 了 第 一 步 . Severi 研究 的 是 两 个 艇 UV 与 V 之 间 的 对 应 , 即 由 齐 次 方 
程 五 (z,y) = 0 所 定义 的 点 对 (z,y) 的 集合 , 其 中 z 位 于 U 内 , y 位 于 Y 内. 他 假 
定 7 是 不 可 约 的 , 并 设 对 U 的 一 个 一 般 点 &,V 中 与 之 对 应 的 点 7，…… ,mo 为 
有 限 个 . 当 & 趋同 z 时, 各 点 m9) (> = 1,2,… ,hh) 分 别 趋向 极限 点 VD ,y(n. 
如 mo (> = 1,2,…,h) 中 有 个 点 趋 于 同一 极限 点 y, 就 说 这 个 极限 点 的 重 数 
(multiplicity) 为 y, 在 假设 方程 玉 (x,y) = 0 对 一 给 定点 z 的 解 的 数目 为 有 限 的 条 
件 下 , Severi 表述 了 以 下 的 结论 : 第 一 , 重 数 是 唯一 确定 的 ; 当 他 叙述 这 个 结论 时 ， 
他 并 未 证 明 它 . 第 二 , 如 所 给 对 应 是 不 可 约 的 , 则 方程 矿 (zx,y) = 0 的 每 个 解 y 至 
少 在 y 中 出 现 一 次 . 最 后 , 对 于 一 给 定点 zx, 所 有 解 y 的 重 数 之 和 等 于 对 一 一 般 
扩 & 的 方程 组 五 (&,n) = 0 的 解 的 个 数 . 这 就 是 个 数 守恒 原理 , SchubertD] 最 早 给 
出 了 这 个 原理 的 粗浅 形式 . KohnBl 及 Rohng 给 出 了 对 Shubert 的 原始 表述 的 反 
例 . Kohn 的 反例 导致 Severi 引进 了 “对 应 为 不 可 约 ” 的 条 件 . 

Severi 在 他 稍 后 的 一 篇 文章 Bl 中 承认 , 他 最 初 确认 重 数 为 唯一 的 那个 论断 还 
甫 要 补充 一 个 假设 : z 为 U 的 一 个 单 点 . 如 果 作 了 这 个 假设 , Severi 的 三 个 论断 的 
确 都 是 对 的 , 但 在 Severi 撰写 他 较 早 一 篇 论文 的 1912 年 , 为 证 明 这 些 结论 所 需 的 
代数 工具 还 不 具备 . 不 管 怎么 说 , Severi 是 给 出 “ 重 数 ” 的 严密 定义 并 确切 地 表述 
了 相关 结论 的 第 一 人 . 
”” @ Bernard Shaw (1856 一 1950), 英国 著名 文学 家 、 剧 作家 ，1925 年 诺 贝尔 文学 奖 获得 者 ,在 中 文 广 
献 中 常 译 为 “ 肖 伯 纳 ” 一 一 译 者 注 


代数 工具 : 从 Dedekind 到 Emmy Noether 


为 葛 定 代数 几何 的 严格 基础 的 代数 工具 有 理想 论 、 消 元 法 理论 和 域 论 . 发 展 
这 些 理论 的 有 Dedekind 学 派 ，Kronecker 学 派 和 Hilbert 学 派 . 早 在 1882 年 ， 
Dedekind 与 Weberi 发 表 了 一 篇 极为 重要 的 文章 , 他 们 在 该 文中 将 Dedekind 的 理 
想 理论 应 用 到 代数 函数 域 上 . Kronecker 及 其 学 派发 展 了 消 元 法 理论 .Mertensi14 
及 HurwitzD] 则 研究 了 结 式 系 . 在 多 项 式 理 想 论 上 最 重要 的 工作 则 由 Laskerls| 与 
Macaulaybl 所 完成 , Lasker 是 一 个 著名 的 象棋 冠军 , 他 是 从 Hilbert 那里 得 知 这 个 
问题 的 , 而 Macaulay 则 是 住 在 英国 剑桥 附近 的 一 位 中 学 教师 , 在 我 于 1933 年 访问 
剑桥 时 , 他 还 几乎 不 被 剑桥 的 数学 家 们 所 知 . 我 估计 Macaulay 工作 的 重要 性 只 是 
在 G6ttingen 才 得 到 了 人 们 的 认识 . 最 后 , 我 还 必须 提 到 Steinitz 于 1910 年 发 表 的 
有 着 基本 重要 性 的 论文 :“ 体 的 代数 理论 0. 

我 于 1924 年 来 到 G6ttingen, 当 我 把 我 在 推广 Max Noether 的 “基本 定理 ” 方 
面 所 作 的 工作 给 Emmy Noether 看 时 , 她 说 :“ 你 所 得 的 结果 都 是 对 的 , 但 Lasker 
与 Macaulay 得 到 了 普遍 得 多 的 结果 . ”她 让 我 去 研读 Steinitz 的 论文 和 Macaulay 
论 多 项 式 理想 的 小 册子 , 并 且 送 给 我 她 在 理想 论 方面 所 写 的 几 篇 文章 1 以 及 论 及 
Hentzelt 消 元 法 理论 8 的 文章 . 


一 般 后 


于 是 , 在 用 现代 代数 的 有 力 工具 武装 起 来 之 后 , 我 重新 回 到 我 想 做 的 主要 问题 : 
为 代数 几何 构建 一 个 巩固 的 基础 . 我 寻思 : 意大利 的 几何 学 家 们 所 谓 的 簇 上 的 一 个 
一 般 点 , 三 维 空间 中 一 个 一 般 平面 等 是 什么 意思 ? 显然 , 一 个 一 般 点 不 应 有 某 些 不 
该 有 的 性 质 . 例如 , 一 个 一 般 平面 不 会 与 一 给 定 的 曲线 相 切 , 也 不 会 通过 一 给 定 的 
点 , 等 等 . 我 设 问 : 在 一 给 定 的 簇 VU 上 是 否 可 以 找到 一 个 这 样 的 点 &, 除了 拥有 对 
U 的 所 有 的 点 都 有 的 性 质 外 , 再 无 别 的 特殊 性 质 ? 自然 , 我 只 限于 可 以 用 代数 方程 
来 表述 的 代数 性 质 . 

如 U 是 全 空间 , 则 很 容易 构造 出 这 样 的 点 £. 我 们 只 要 取 未 定 元 作 的 坐标 
就 可 以 了 . 如 一 个 其 系数 是 基 域 中 的 元 素 的 方程 FX) = 0 对 未 定 元 X1,… ,Xm 
成 立 , 则 它 对 所 有 的 特殊 值 ” 也 成 立 ， 下 面 我 们 令 U 为 任 一 不 可 约 艇 . 这 时 在 
U 上 我 们 能 否 找 到 这 样 一 个 下 述 意 义 下 的 “一 般 的 ”点 £: 如 果 一 有 常 系数 的 方程 
玉 王 0 对 成立, 则 它 就 对 UV 的 所 有 点 均 成 立 ? Emmy Noether 论 Hentzelt 的 消 
元 法 理论 的 论文 上 给 我 指出 了 方向 . 为 了 理解 这 篇 文章 的 基本 思想 , 我 们 必须 回 
到 Kronecker 的 消 元 法 理论 . 
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Kronecker 发 展 了 用 逐次 消 元 来 求 代数 方程 组 的 全 部 解 的 一 个 方法 回 ， 他 用 
这 个 方法 证 明了 : 第 一 , 每 一 簇 都 是 一 些 不 可 约 簇 的 并 集 : 第 二 , 在 经 过 一 个 适当 
的 线性 变换 后 , 一 个 d 维 不 可 约 簇 UV 的 全 部 点 的 坐标 可 如 下 得 到 , 前 d 个 坐标 
7z1,… ,Xa 是 任意 的 , 而 其 他 的 坐标 是 前 d 个 坐标 的 代数 函数 . 

Noether 的 一 个 学 生 Hentzelt 死 于 第 一 次 世界 大 战 ， 他 发 展 了 一 套 更 为 完善 
的 消 元 法 . Noetheri3l 用 这 个 方法 重新 得 到 了 Kronecker 的 这 些 结果 . 她 不 仅 得 
到 了 Hentzelt 的 结果 , 还 补充 了 自己 的 一 些 新 想法 ， 这些 想 法 中 有 一 个 是 将 坐标 
Z1…… ,Za 换 成 未 定 元 &1,… ,如 而 将 其 他 的 & 作为 这 些 未 定 元 在 一 代数 扩张 域 
k(é&) 中 的 代数 函数 . 她 把 这 个 域 称 为 属于 该 簇 的 素 理想 p 的 零点 体 . 

在 我 研读 Noether 论文 的 过 程 中 , 我 发 现 坐 标 为 1,… ,ém 的 把 & 恰好 就 是 我 
要 寻求 的 一 般 点 , 我 还 发 现 Noether 的 零点 体 与 剩余 类 环 o/p 的 商 域 同 构 , 其 中 。 
为 多 项 式 环 k[X]. 因此 不 必 采 用 Hentzelt 的 消 元 法 ; 我 们 可 以 从 任 一 素 理想 p 六。0 
出 发 , 构造 剩余 类 环 o/p 及 其 商 域 k(€), 从 而 求 得 簇 p 的 一 个 一 般 点 &. 

在 这 个 简单 想法 的 基础 上 我 写 了 一 篇 论文 13, 并 送 给 Noether 看 , 她 立即 为 《 数 
学 年 鉴 》(Mathematische Annalen) 采纳 了 它 , 而 并 未 告诉 我 , 正好 在 我 来 G6ttingen 
之 前 , 她 已 在 一 课程 的 教学 中 提出 过 相同 的 思想 . 这 是 我 后 来 从 Grell 那里 听 说 的 ， 
他 曾经 参加 这 个 课程 . 


符 殊 化 


我 研究 的 第 二 个 问题 是 重 数 的 定义 . 我 们 来 回顾 一 下 Severi 的 做 法 , 他 考虑 U 
与 Y 之 间 由 下 述 齐 次 方程 组 
H(zx,y)=0 (1) 
所 定义 的 对 应 . 他 作 了 以 下 假定 : 
a. U 是 不 可 约 的 . 
b. 如 & 为 U 的 一 个 一 般 点 , 则 方程 组 


H(é&,n)=0 (2) 


有 有 限 个 解 n(1), ... ,nh). 
c. 对 一 给 定点 zx, 方程 组 a 有 有 限 个 解 . 
接着 , Severi 由 下 述 极限 过 程 


(6 n(Y, “ ,7 人) 一 (zx, yt), 0 ,Y()) (3) 


来 构造 特殊 化 的 解 yt), ... ,Yh). 


特殊 化 重 数 的 唯一 性 . 245 . 


如 基 域 上 是 一 个 无 拓扑 结构 的 域 , 则 上 述 极限 过 程 就 无 意义 . 于 是 我 引进 如 下 
的 特殊 化 的 概念 , 或 像 我 当初 那样 称 之 为 保持 关系 不 变 的 特殊 化 . 如 所 有 齐 次 方程 
下 (和 TD …) 一 0 对 (x,Yy(D,...) 均 保持 成 立 , 就 把 (zx,Yy(1),..) 叫做 (ET ) 
的 一 个 特殊 化 . 

接 下 来 我 必须 证 明 在 适当 的 条 件 下 特殊 化 c 的 存在 性 与 唯一 性 . 我 用 消 元 法 
理论 做 到 了 这 一 点 . 


特殊 化 扩张 的 存在 性 


Mertens 已 经 对 任 一 齐 次 方程 组 万 (y) = 0 构造 了 一 组 结 式 Ri1,… , Rs, 它们 
只 依赖 于 形式 F; 的 系数 , 使 得 方程 组 有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 : 所 有 的 结 式 均 为 零 
我 在 1926 年 送 交 给 阿姆斯特丹 科学 院 的 一 篇 论文 15 中 , 以 Hilbert 零点 定理 为 基 
础 , 给 出 了 一 个 较 简 单 的 证 明 . 

不 论 是 用 Mertens 的 结 式 , 还 是 我 的 证 明 , 都 很 容易 看 出 , 每 个 特殊 化 上 一 > 
都 可 以 扩张 成 一 个 特殊 化 


(和 TD ,70) > (z;20) ,2 )， 


稍 后 ，Chevalley 在 不 用 消 元 法 理论 的 情况 下 证 明了 扩张 特殊 化 的 可 能 性 . André 
Weil 把 Chevalley 的 证 明 写 进 了 他 的 书 中 9, 表述 了 这 个 办 法 “终究 会 把 消 元 法 理 
论 的 最 后 的 痕迹 清除 出 代数 几何 ”这 样 的 愿望 . 显然 , Weil 和 Chevalley 都 不 喜欢 


特殊 化 重 数 的 唯一 性 


更 困难 的 是 证 明 特 殊 化 c 的 唯一 性 . 我 在 一 篇 发 表 于 1927 年 的 文章 “代数 几 
何 的 重 数 概念 ?287 中 作 了 以 下 假设 : 

第 1, 坐标 和 ，… ,énm 为 独立 变量 . 

第 2, 假设 方程 a 对 一 给 定 的 点 zx 只 有 有 限 个 解 . 

从 这 些 假设 出 发 , 我 证 明了 特殊 化 解 yD,… ,y( 除了 它们 的 顺序 外 是 唯一 确 
定 的 . 因此 , 任 一 解 y 的 重 数 jy 可 定义 为 它 在 系列 yo) 中 出 现 的 次 数 . 显然 , 所 有 
解 y 的 重 数 之 和 等 于 h. 这 就 是 个 数 守 恒 原 理 . 此 外 , 如 对 应 b 是 不 可 约 的 , 则 特 
殊 化 问题 a 的 每 个 解 至 少 在 yo 中 出 现 一 次 . 这 样 , Severi 在 1912 年 的 论文 是 中 
讲 的 所 有 论断 在 适当 的 假设 下 于 1927 年 就 被 严格 证 明了 . 

在 我 稍 后 的 一 篇 文章 8 中 , 我 把 诸 &; 为 独立 变量 的 假设 (这 意味 能 U 为 整 
个 仿 射 空间 或 整个 射影 空间 ) 换 成 了 一 个 较 弱 的 假设 , 即 假设 z 为 U 的 一 个 单 点 . 
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后 面 我 们 会 知道 , André Weil 把 我 的 第 2 个 假设 , 就 是 特殊 化 问题 a 解 的 个 数 为 
有 限 的 假设 , 换 成 一 个 较 弱 的 假设 , 即 认为 有 一 个 解 y 是 孤立 的 . Northcottt9l 和 
Leungl*| 更 进一步 前 弱 了 这 些 假 设 . 


相交 重 数 


接 下 来 我 要 研究 的 问题 是 定义 相交 重 数 , 并 推广 有 关 两 条 平面 曲线 交点 个 数 的 
Beézout 定理 . 


超 曲面 的 相交 


P" 中 n 个 形式 或 超 曲 面 的 相交 这 个 问题 非常 简单 . 这 时 的 重 数 可 定义 为 这 些 
形式 的 w 结 式 的 因子 分 解 中 的 指数 , 这 里 w 结 式 就 是 指 这 n 个 形式 加 上 一 个 一 般 
的 线性 形式 》 wkgk 的 结 式 . 所 有 这 些 在 我 的 论文 “ 重 数 概念 "7 的 87 中 用 1~2 
页 的 篇 幅 做 了 解释 . 


一 曲线 与 一 超 曲 面 的 相交 


接 下 来 研究 一 不 可 约 曲 线 C 与 一 形式 F 的 相交 (一 超 曲 面 , 即 n 一 1 维 的 闭 
链 , 将 被 称 之 为 形式 下 ). 我 们 如 何 来 定义 交点 的 重 数 呢 ? 

这 个 问题 可 以 用 几 种 方法 解决 . 第 一 个 办 法 , 可 以 用 代数 函数 的 经 典 理论 . C 
上 的 变 点 € 的 齐 次 坐标 之 比 &;/to 是 一 个 复 变量 z 的 代数 函数 , 它们 在 Riemann 
曲面 上 是 单 值 的 . 对 闭 Riemann 曲面 上 的 每 一 点 都 有 曲线 C 上 的 一 点 与 之 对 应 . 
有 反之, 对 曲线 上 的 每 一 点 , Riemann 曲面 上 也 至 少 有 一 点 与 之 对 应 . 考虑 有 理 函 数 


PF(é0,.*. Sr)/(E)9， 


这 里 工 为 一 个 一 般 的 线性 形式 , 9 为 的 次 数 . 这 个 亚 纯 函 数 的 极点 对 应 于 工 和 
C 的 交 乓 , 每 一 极点 的 阶 为 g. 零点 对 应 于 所 和 CC 的 交点 . 现在 定义 任 一 交点 的 重 
数 为 Riemann 曲面 上 相应 零点 的 阶 数 之 和 . 所 有 零点 的 阶 数 的 和 等 于 所 有 极点 阶 
数 的 和 , 因而 C 与 下 的 交点 的 重 数 之 和 等 于 C 与 的 次 数 之 积 . 这 推广 了 Bezout 
定理 . 这 个 定义 及 证 明 的 思想 可 以 在 法 国 几何 学 家 Halphen 的 文章 中 找到 . 

这 个 证 明 方法 对 任意 基 域 照样 有 效 , 因为 我 们 可 以 用 Dedekind 和 Weber 上 的 
算术 理论 来 代替 经 典 的 函数 论 . 

下 述 第 2 种 定义 甚至 更 简单 些 , 这 个 定义 曾 被 系统 地 用 于 我 从 1933 年 开始 发 
表 的 一 系列 论文 “ 论 代数 几何 "EU. 取 一 具有 未 定 元 系数 的 一 般 形 式 F* 的 一 个 特 


射影 变换 的 应 用 .47. 


殊 化 形式 已 Fr* 与 曲线 C 相交 于 点 nD,… ,7 . 特殊 化 F* 一 下 可 扩张 为 特殊 
化 
(F*, nd,... , (1) _ (F, vy,..- ,Y(). 


yo 为 下 与 C 的 交点 , 它们 的 重 数 可 以 定义 为 它们 的 特殊 化 的 重 数 . 

多 项 式 理想 的 理论 提供 了 第 3 种 可 能 . 引进 非 齐 次 坐标 . 令 p 为 属于 曲线 的 素 
理想 . 理想 (Fp) 是 那些 零 维 准 素 理想 q 的 交集 , 这 里 q 对 应 于 下 与 C 的 交集 中 
的 单 点 . 对 每 一 q, 剩余 类 环 o/q 的 秩 为 有 限 . 这 个 秩 可 以 用 交点 的 重 数 来 定义 . 

这 3 个 定义 是 等 价 的 . 其 证 明 , 可 参见 Leung 的 论文 20). 


P" 中 两 个 艇 的 交 


讨论 射影 空间 P” 中 两 个 维 数 分 别 为 任意 值 7 与 s 的 复 4 与 B 的 相交 就 比 
较 困难 了 . 7 与 s 为 任意 的 一 般 情形 可 以 归结 到 + s = n 的 情形 , 因此 我 们 将 假 
设 4 与 B 是 P" 中 维 数 分 别 为 d 及 n 一 d 的 簇 , 譬如, 四 维 空间 中 的 两 个 曲面 , 它 
们 相交 于 有 限 个 点 . 


Lefschetz 的 拓扑 定义 


Lefschetzl22] 在 1924 年 对 复 基 域 给 出 了 相交 重 数 的 一 个 拓扑 定义 . 他 把 曲面 4 
和 B 看 成 为 复 射影 空间 P4 中 的 四 维 闭 链 . P4 是 一 个 八 维 的 可 定 回 流 形 . 它 本 身 
以 及 闭 链 4 和 B 可 以 一 种 不 变 的 典型 方式 来 定向 . 如 y 为 一 交点 , 而 且 如 果 艇 有 
单 点 , 且 在 y 处 无 公共 切线 , 则 它们 的 由 单纯 逼近 所 定义 的 拓扑 相交 重 数 总 是 等 于 
+1. 一 般 的 情况 下 可 能 有 公共 切线 , 我 证 明了 这 时 的 拓扑 相交 重 数 , 或 孤立 的 交点 
的 指数 , 总 是 正 的 . 如 果 将 相交 重 数 定义 为 这 个 指数 , 就 可 以 建立 一 个 令 人 完全 满 
意 的 理论 [29, 而 Schubert 的 “计数 几何 演算 ”四 就 被 证 明 是 完全 正确 的 . 


别 影 变换 的 应 用 


当 基 域 为 任意 时 , 这 个 方法 无 效 . 因此 , 我 在 1928 年 提出 多 , 将 一 系数 为 未 定 
元 的 射影 变换 了 作用 于 4 与 B 中 的 一 个 , 从 而 将 它们 的 相对 位 置 变 成 是 一 般 的 ， 
变换 后 的 徐 TA 与 B 相交 于 有 限 个 点 . 如 将 人 特殊 化 为 恒 等 变换 , 则 TA 与 B 的 
交点 就 特殊 化 为 4 与 B 的 交点 . 如 4 与 B 相交 于 有 限 个 点 , 且 其 中 每 一 交点 有 某 
个 一 定 的 特殊 化 重 数 , 不 妨 把 这 个 特殊 化 重 数 定 义 为 相交 重 数 . 在 复 域 的 情形 , 这 
个 定义 与 Lefschetz 的 定义 等 价 . 利用 一 位 荷兰 几何 学 家 Schaake 提出 的 方法 , 我 
证 明了 推广 了 的 Bezout 定理 . 
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我 在 1928 年 的 论文 中 的 证 明 非 常 复杂 , 但 在 稍 后 的 一 篇 论文 25] 中 基于 相同 
的 想法 , 我 给 出 了 一 个 简单 的 证 明 . 


徐 UU 上 的 4 与 B: Severi 的 定义 


我 在 1932 年 的 苏黎世 国际 数学 家 会 议 上 见 到 了 Severi, 我 问 他 能 否 对 两 个 簇 
4 与 B 的 交 乓 的 重 数 给 出 一 个 好 的 代数 定义 , 这 两 个 簇 是 一 个 维 数 为 n 的 艇 UU 上 
维 数 分 别 为 d 及 n 一 a 的 簇 , 在 U 上 要 考虑 的 点 是 单 点 . 第 二 天 他 给 我 作 了 答复 ， 
并 且 把 它 发 表 在 1933 年 的 Hamburger Abhendiungen 上 L261. 他 给 出 了 几 个 等 价 的 
定义 ; 下 面 我 对 于 三 维 空间 中 一 块 曲面 VU 上 的 两 条 交 于 UV 上 一 单 点 y 的 曲线 4 
和 B 这 一 情形 来 解说 其 中 的 一 个 . 

令 5 为 三 维 空间 中 的 一 个 一 般 点 . 连接 5 与 4 就 得 到 一 个 锥 面 K. 点 y, 作 
为 曲线 B 与 锥 面 K 的 交点 , 有 一 个 一 定 的 重 数 六 我 们 就 把 这 个 重 数 定义 为 y 作 
为 U 上 的 4 与 B 的 交点 时 的 重 数 . 

这 个 定义 可 以 容易 地 被 推广 到 一 个 n 维 艇 UV 上 两 个 任意 维 数 7 与 s 的 簇 4 
与 B 的 交集 上 去 . 如 ”+ s 大 于 n, 则 交集 的 正常 维 数 为 + + s 一 n. 如 交集 的 一 个 
分 文 C 的 维 数 恰好 为 这 个 数 , 那 末 它 就 叫做 真 分 支 (proper component). 如 所 有 的 
分 支部 是 真 的 , 每 一 个 都 有 Severi 所 定义 的 重 数 , 我 们 就 可 将 这 些 分 支 C 的 以 其 
重 数 j 为 权 的 形式 和 , 定义 为 一 个 相交 闭 链 A . B: 


A.:B= 》 nC. 


闭 链 及 其 坐标 


在 解说 Severi 的 成 果 中 , 我 使 用 了 闭 链 和 相交 闭 链 这 样 的 术语 , 相交 闭 链 定义 
为 不 可 约 分 支 C 乘 以 整数 / 的 形式 和 

自然 ， Severi 的 论文 中 并 没有 这 些 术 语 . 在 Severi 的 论文 中 (在 我 的 论文 中 也 
一 样 ), 同一 个 词 “ 艇 (variety)” 被 用 于 两 个 不 同 的 概念 : 

(1) 在 仿 射 或 射影 空间 中 由 代数 方程 所 确定 一 个 点 集 ， 

(2) 维 数 同 为 a 的 一 些 不 约 簇 C 乘 以 整 系数 j 的 形式 和 . 

在 本 文中 , 词 “ 艇 "” 仅 在 第 一 种 意义 下 被 使 用 , 而 (2) 中 的 形式 和 , 按 Weil [9], 
被 称 为 闭 链 . 

如 系数 /为 任意 整数 , 则 该 闭 链 就 叫做 虚 闭 链 . 任 一 维 数 a 的 全 体 虚 闭 链 形成 
一 加 法 群 , 它 的 自由 生成 元 是 不 可 约 簇 . 如 整数 / 为 非 负数 , 则 就 得 到 正 闭 链 . 以 
下 我 们 只 讨论 正 闭 链 . 


闭 链 的 徐 , 如 线 汇 和 线 丛 、 圆 锥 曲线 的 复 , 等 等 , 在 19 世纪 就 已 成 了 研究 的 对 
象 . 三 维 空间 的 直线 艇 就 是 用 一 组 用 Pliicker 坐标 表示 的 齐 次 方程 来 定义 的 , 而 圆 
锥 曲线 的 一 个 线性 系统 就 是 用 圆锥 曲线 的 系数 所 满足 的 线性 方程 组 来 定义 的 . 

Castelnuovo 在 他 的 一 篇 经 典 论文 2 中 研究 了 平面 曲线 的 线性 系 及 其 双 有 理 
变换 . 该 理论 由 Castelnuovo、Enriques, 以 及 Severi 推广 到 一 曲面 V? 上 的 C1 曲 
线 组 成 的 线性 系 , 以 及 一 个 徐 V" 上 C0C"-1 闭 链 的 线性 系 . Zariskil28| 给 出 了 这 些 经 
典 理 论 的 一 个 极 佳 的 阐释 . 

1903 年 ， Severil29| 开创 了 对 于 一 个 曲面 上 非 线 性 曲线 系 上 的 推广 ; Zariski 在 他 
的 报告 28 的 第 V 章 中 讲述 了 这 个 理论 . 

通过 考虑 一 个 C" 艇 上 的 C4 闭 链 的 有 理 系 和 代数 系 , 1932 年 Severi29] 开辟 
了 一 个 新 的 研究 领域 . Severi 的 3 卷 书 B9 中 给 出 了 这 个 理论 的 一 个 完全 的 痢 释 . 

在 所 有 这 些 理论 中 都 缺少 对 “ 闭 链 的 簇 ” 这 个 概念 的 正确 定义 . 是 Chow( 周 炜 
良 ) 和 van der Waerden 在 1936 年 BI 中 第 一 次 给 出 了 正确 定义 . 我 们 的 想法 是 ， 
对 每 一 C4 闭 链 , 令 以 vv ,wl 为 其 元 的 形式 FF(w) 之 对 应 , 这 个 形式 叫 
做 这 个 闭 链 的 相伴 形式 (或 叫做 Cayley 形式 ), 并 用 这 个 形式 的 系数 作为 该 闭 链 的 
坐标 (Chow 坐标 ). 于 是 闭 链 的 艇 就 用 这 些 坐 标的 齐 次 方程 来 定义 . 在 我 们 合作 论 
文 BI1 中 证 明 的 主要 定理 是 : 在 P* 中 全 部 维 数 为 d, 次 数 为 g 的 C4 闭 链 是 一 个 闭 
链 艇 , 即 它 可 以 由 用 闭 链 坐标 的 齐 次 方程 来 确定 . 这 个 定理 的 证 明 归 功 于 Chow. 

我 在 论文 “ 论 代 数 几 何 14” [2 引 中 进一步 发 展 了 闭 链 簇 的 一 般 理 论 . 我 在 该 文 
中 证 明了 , Severi 的 相交 闭 链 4 . B 的 定义 具有 全 部 预想 的 性 质 , 包括 相交 闭 链 的 
交换 律 和 结合 律 . 还 有 : 如 果 4 在 闭 链 簇 中 变动 , 而 如 果 B 固定 不 变 , 则 相交 闭 链 
4.B 也 在 闭 链 簇 中 变动 , 与 假设 4 和 B 都 在 闭 链 簇 中 变动 的 结果 一 样 . 

在 “ 论 代 数 几 何 14” 中 所 发 展 的 相交 理论 是 一 个 全 局 性 的 理论 . 第 一 个 发 展 相 
交 的 局 部 代数 理论 的 人 是 André Weil 在 他 的 《代数 几何 基础 》B9 一 书 中 完成 的 . 
要 理解 他 的 思想 , 我 们 必须 首先 回 到 特殊 化 重 数 的 概念 上 来 . 


Weil 的 特殊 化 重 数 


Weil 研究 了 仿 射 空间 中 一 对 点 的 特殊 化 : 
(é,7) 一 (7,Y), (4) 
并 做 了 以 下 假定 : 
(1) 各 ,en 为 独立 变量 ， 
(2) n 为 的 代数 函数 ; 
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(3) y 征 特殊 化 到 z 上 的 一 个 孤立 特殊 化 . 这 就 是 说 , 如 果 我 们 考虑 对 上 及 
n 成 立 的 所 有 方程 及 (é,n) = 0, 则 可 认为 特殊 化 方程 组 


H(z,y)=0 (5) 


对 给 定 的 x 定义 一 个 簇 , y' 是 这 个 簇 中 的 一 个 孤立 点 .Weil 没有 像 我 那样 假设 方 
程 组 (5) 只 有 有 限 个 解 . 

接 下 来 Weil 研究 了 7 的 共 轿 点 m, 并 证 明了 (第 II 章 , 83 命题 7), 存在 一 
个 唯一 的 整数 j, 叫做 y 的 特殊 化 重 数 , 使 得 y 在 任何 特殊 化 


(ED , 7) > (x, yt), ,yn)) 


中 出 现 j 次 . 

证 明 要 用 到 特殊 化 的 解析 理论 , 这 在 Weil 书 的 第 II 章 中 作 了 阐述 , 看 来 Weil 
发 展 这 个 解析 理论 主要 , 或 者 说 完全 是 为 了 证 明 重 数 j 的 唯一 性 , 因为 在 (第 一 版 
的 ) 第 61 页 上 他 这 样 写 道 : 

现在 读者 不 妨 忘掉 本 章 81~3 的 全 部 内 容 ， 只 须 记 住 83 的 命题 7， 这 个 命 
题 ... 将 成 为 我 们 在 代数 几何 中 的 重 数理 论 的 基石 . 


Weil 的 相交 重 数 


Weil 的 相交 重 数 理论 分 成 两 步 : 首先 ， Weil 研究 仿 射 空间 中 的 两 个 徐 4 与 
B, 其 中 一 个 ,譬如 说 B 为 一 线性 子 空间 ， 令 C 为 交 的 一 个 真 分 支 ， 即 维 数 为 
d= 二 7 十 s 一 n 的 一 个 分 支 . 通过 与 d 个 线性 形式 的 一 般 组 的 所 有 艇 相交 , 容易 将 
约 化 到 零 . 因此 我 们 不 妨 假设 d 为 零 , C 为 4 与 B 的 交集 中 的 一 个 孤立 点 .此 时 
通过 特殊 化 由 一 个 一 般 的 线性 艇 可 以 得 到 线性 簇 B. 由 此 即 得 , 相交 重 数 可 以 定义 

第 二 步 , 是 在 Weil 的 书 的 第 VI 章 中 所 采取 的 关键 的 一 步 . Weil 的 想法 是 , 将 
4 与 B 的 交 4.B 的 一 般 情形 约 化 到 B 为 线性 的 特殊 情形 . 令 4 与 B 仿 射 空间 
SY 中 一 个 n 维 艇 U 的 两 个 子 艇 , 令 C 为 它们 的 交 的 一 个 真 分 支 . 设 C 的 一 个 一 
般 点 是 在 VU 上 的 单 点 . 此 时 Weil 取 积 徐 4 x B 与 积 空间 SN x SN 的 对 角 集 4 
的 交集 . 这 个 对 角 集 是 由 N 个 线性 方程 zx; -mi = 0 所 确定 的 线性 子 空间 . 方程 的 
个 数 可 能 太 大 了 , 因此 Weil 构造 了 ”个 一 般 的 线性 组 合 忆 (z -vy) = 0. 它们 定义 
SN x SV 中 的 一 个 线性 子 空间 L. C x C 的 对 角 集 4c 同时 包含 在 AxB 以 及 芽 
之 中 , 因而 也 包含 在 它们 的 交集 中 . 此 时 Weil 证 明了 , Ac 是 A xB 与 工 的 交 的 一 
个 真 分 支 . 这 样 , 因为 工 是 线性 的 , 它 有 一 确定 的 重 数 j.. 这 个 数 ,就 被 定义 为 作 
为 交 4 . B 的 真 分 支 的 C 的 重 数 . 
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我 的 时 间 已 到 . 对 相交 重 数 更 进一步 重要 研究 结果 要 归功 于 Samuel、 Chevalley 
和 Serre. 全 新 的 观点 是 由 Weil、Zariski、Chow 以 及 Grothendieck 学 派 等 引进 的 . 
然而 , 在 这 篇 讲演 中 我 只 能 限于 发 展 的 某 一 条 线索 , 这 就 是 从 Severi 到 Andre Weil. 
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